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Vorwort

Das seit Beginn der achtziger Jahre auerordentlich gewachsene Interesse an der analyti-
schen Untersuchung und an der numerischen Lésung von differentiell-algebraischen Syste-
men ist untrennbar mit der Entwicklung von immer umfangreicheren Modellen in prakti-
schen Anwendungen in Naturwissenschaft und Technik verbunden. Traditionell versucht
man — z. B. in der klassischen Mechanik — Differentialgleichungsmodelle in Minimal-
koordinaten zu formulieren. Diese Minimalkoordinaten sind voneinander unabhangig, ihre
zeitliche Ableitung wird durch ein System

y'(t) = f(t.y(t)) (0.1)

von gewohnlichen Differentialgleichungen beschrieben. Dem Vorteil einer niedrigeren Di-
mension der Modellgleichungen steht als Nachteil gegeniiber, daf die Bestimmung von
Minimalkoordinaten fiir groBere Modelle, die z. B. mit Unterstiitzung des Computers auf-
gestellt werden, haufig kompliziert ist und einen unverhaltnisméafig hohen numerischen
Aufwand erfordert.

Ein typisches Beispiel ist die separate Modellierung einzelner Baugruppen eines me-
chanischen Mehrkorpersystems. Fiigt man diese Teilmodelle zu einem Differentialglei-
chungsmodell fiir das vollstandige Mehrkérpersystem zusammen, so kénnen die Lage- und
Geschwindigkeitskoordinaten der einzelnen Teilmodelle i. allg. nicht unabhéngig vonein-
ander gewihlt werden, weil die Baugruppen im Mehrkorpersystem gekoppelt sind. Dieser
Kopplung entsprechen in den Modellgleichungen Zwangsbedingungen an die Koordina-
ten z und an ihre Ableitungen ', so dall die Modellierung hier zunachst nicht auf ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen, sondern auf Gleichungen der allgemeinen
Form

F(t,z(t),2'(t)) =0 (0.2)
fithrt. Solche differentiell-algebraischen Systeme treten in zahlreichen Anwendungsgebie-
ten als Modellgleichungen auf, Schwerpunkte sind neben der dynamischen Simulation von
mechanischen Mehrkorpersystemen u. a. Anwendungen in der Schaltkreissimulation, in
der chemischen Reaktionskinetik und in Problemen der optimalen Steuerung.

Oft wére es prinzipiell méglich, zum differentiell-algebraischen System zumindest lo-
kal eine dquivalente Beschreibung in Minimalkoordinaten, d. h. ein dquivalentes System
gewodhnlicher Differentialgleichungen anzugeben. Die Entwicklung der letzten Jahre hat
jedoch gezeigt, dal es sowohl aus Sicht der Theorie als auch aus Sicht der effizienten
numerischen Losung giinstiger ist, direkt das differentiell-algebraische System zu unter-
suchen. Neben der praktischen Anwendung der neu entwickelten numerischen Verfahren
konzentriert man sich dabei auf zwei Aspekte:

1. Analysis und numerische Lésung von differentiell-algebraischen Systemen der all-
gemeinen Struktur (0.2) (hierzu zdhlen u. a. die Klassifikation der differentiell-
algebraischen Systeme nach ihrem Index und Aussagen zur Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung von Anfangs- und Randwertproblemen),




2 Vorwort

2. Konstruktion, Untersuchung und Implementierung von effizienten numerischen Ver-
fahren fiir bestimmte Klassen von differentiell-algebraischen Systemen, die haufig in
praktischen Anwendungen auftreten.

Die vorliegende Arbeit ist dem 2. Schwerpunkt zuzurechnen und behandelt im wesent-
lichen drei Themen.

Den Anfang bildet die Darstellung einer Stérungstheorie fiir einfache Modellprobleme
(nichtlineare differentiell-algebraische Systeme vom Index 2 und 3 in Hessenbergform), die
bis ins Detail den Einflu kleiner Stérungen auf die Losung von Anfangswertproblemen
erklart. Interpretiert man die bei der numerischen Losung auftretenden Diskretisierungs-
und Rundungsfehler als solche Storungen der Gleichungen des differentiell-algebraischen
Systems, so ergibt sich als Spezialfall der Stérungstheorie der Nachweis der Konvergenz
und der numerischen Stabilitidt von Diskretisierungsverfahren.

Im Mittelpunkt des zweiten Teils steht die Losung von Anfangswertproblemen fiir
differentiell-algebraische Systeme mit numerischen Verfahren, die an bekannte Verfahren
aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen angelehnt sind. Durch analy-
tische Transformationen (Indexreduktion) kann das differentiell-algebraische System so
umgeformt werden, daB} eine zuverlassige und robuste numerische Integration moglich ist.
Speziell fiir Index-2-Systeme in Hessenbergform werden durch neue Verfahrensansétze
(halb-explizite Runge-Kutta—Verfahren mit expliziter Stufe, partitionierte lineare Mehr-
schrittverfahren) Diskretisierungsverfahren konstruiert, die die aus der Literatur bekann-
ten Verfahren sinnvoll erganzen und insbesondere fiir nicht-steife Systeme auflerordentlich
effektiv sind.

Um die in der Regel harten Anforderungen an Rechengeschwindigkeit und Robust-
heit der Integrationsverfahren in industriellen Anwendungen zu erfiillen, reicht es oft
nicht aus, vorhandene Integrationssoftware direkt auf gegebene Modellgleichungen an-
zuwenden. Im dritten Teil der Arbeit wird am Beispiel der dynamischen Simulation von
Rad-Schiene-Systemen gezeigt, dafl die numerischen Losungsverfahren fiir differentiell-
algebraische Systeme auch diesen Anforderungen der industriellen Praxis gerecht werden
kénnen, wenn das technische System geeignet modelliert wird und die vorhandene Softwa-
re an die spezielle Struktur der Modellgleichungen angepafit wird. Das zentrale Problem
ist dabei die geometrische Modellierung des Rad—Schiene-Kontakts, denn die zunachst
naheliegende Verwendung eines Starrkorperkontaktmodells fithrt zu Singularitdten im
differentiell-algebraischen System (,,Impasse points“). Fiir die dynamische Simulation von
Rad Schiene Systemen im Rahmen des Programmpakets SIMPACK wurde ein regulari-
siertes Kontaktmodell aufgestellt und implementiert.

Die Untersuchung und Verbesserung von numerischen Lésungsverfahren fir die Mo-
dellgleichungen von mechanischen Mehrkérpersystemen mit Zwangsbedingungen gab den
AnstoB zu der vorliegenden Arbeit. In den numerischen Testrechnungen konzentrieren wir
uns auf diese fiir differentiell-algebraische Systeme typische Anwendung. Gegenstand der
theoretischen Untersuchungen sind dagegen nicht nur die Modellgleichungen fiir dieses
Teilgebiet, sondern beliebige differentiell-algebraische Systeme vom Index < 3, wobei wir
uns vorwiegend auf semi-explizite Systeme beschranken.

Kapitel 1
Einleitung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind die analytischen Eigenschaften und die nu-
merische Losung von Anfangswertproblemen fiir differentiell-algebraische Systeme (DA-
Systeme):

F(t,z(t),2'(t)) =0, (t€[0,T]), z(0) = 0. (1.1)

Hier bezeichnet z : [0,7] — R™ die (gesuchte) Losung des Anfangswertproblems, die
auf dem endlichen Zeitintervall [0, T'] definiert ist'.

Definition 1 Die Funktion z € C'([0,7],R") heifit Lésung des Anfangswertproblems
(1.1), wenn fir alle ¢ € [0,T] gilt F(t,z(t),2'(t)) = 0 und die Anfangsbedingung «(0) =
zo erfillt ist. ( C"([a,b],R") bezeichnet den Raum der r-fach stetig differenzierbaren
Funktionen [ : [a,b] — R" . Ist die Dimension n des Bildraums aus dem Kontext er-
sichtlich, so schreiben wir kurz C"([a, b]) ).

Die Theorie der differentiell-algebraischen Systeme hat sich in den vergangenen Jahren
rasch entwickelt, so daff ein vollstandiger Uberblick weit iiber den Umfang dieser Einlei-
tung hinausgehen wiirde. Neben den klassischen Monographien von Griepentrog und Mérz
([76]) und von Hairer, Lubich und Roche ([81]) sei hier vor allem auf die im Jahr 1996
erschienenen iiberarbeiteten 2. Auflagen der Biicher von Brenan, Campbell und Petzold
([39]) und von Hairer und Wanner ([84]) verwiesen. In diesem einleitenden Kapitel werden
einige grundlegende Begriffe der Theorie der DA-Systeme zusammengestellt, und es wird
ein Uberblick iiber die in der vorliegenden Arbeit untersuchten Fragestellungen gegeben.

Der Index eines differentiell-algebraischen Systems

Schon einfache lineare Beispiele zeigen, daf} sich das Losungsverhalten von DA Systemen
grundlegend von den Eigenschaften der Lésung eines Systems gewdhnlicher Differential-
gleichungen unterscheiden kann:

Beispiel 1 Gegeben sei das lineare DA-System

Na'(t) +z(t) = q(t), (t€[0,T)) (1.2)

Hier wie im folgenden gibt n, die Dimension des Vektors z(t) = (1(t), ..., 2, (1) )T an, entspre-
chend n, die des Vektors y(t) usw., d. h. z(t) € R"= | y(t) e R" = A(t) e R™ ...




4 1. Einleitung

mit 2(0) =29, ¢ : [0,7] = R™ und der nilpotenten Matrix

0 1 0

N = e R™™ mit m:=mn,.
0 1
0 0

In Komponentendarstellung ergibt sich

ap(t) + i (1) = @), (k=1,...,m—1),
Tp(t) = gm(t).
Sind die Komponenten ¢ () des inhomogenen Terms ¢(¢) hinreichend oft differenzierbar
(qr € C*([0,T],R) ), so erhalt man die allgemeine Losungsdarstellung

.Fm(t) = qm(t) ’
Tmo1(t) = gqmoa(t) —q, (1),
(1.3)

m k-1

o d
> (=1 prr=y 0

k=1

Ty (t)

von (1.2). Wesentliche Unterschiede zur Losung eines linearen Systems gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen sind u. a.:

1. Die Losung a(t) ist durch das DA-System bereits eindeutig bestimmt. Das An-

fangswertproblem z(0) = 29 = (210, .-, .’L‘myo)T hat genau dann eine Lsung, wenn
die Anfangswerte konsistent zum DA System sind, d. h., wenn gilt 20 = 24(0) ,
(k=1,...,m) mit den in (1.3) definierten Funktionen x(¢).

2. Wenn m > 1 ist, dann hangt die Losung 2(t) beziiglich der Maximumnorm ||¢]|co
= maxepo.17||¢(1)]| nicht stetig von den EingangsgréBen ¢(t) ab?. Die Losung (1)
enthalt Ableitungen von ¢(¢) bis einschlieBlich (m — 1)-ter Ordnung.

3. Das DA-System hat nur fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen ¢(¢) eine
klassische Losung. Dabei ergeben sich unterschiedlich starke Forderungen an die
Differenzierbarkeit der einzelnen Komponenten von ¢ (z. B. ¢; € C([0,T]) aber
m € C"7H[0,TT) ).

Wendet man fiir m > 1 ein Diskretisierungsverfahren direkt auf (1.2) an, so wird die
Funktion ¢(¢) numerisch differenziert, dies fithrt zu instabilen numerischen Algorithmen
(vgl. z. B. [49, Abschnitt 2.3]). Die Schwierigkeiten bei der numerischen Lésung wachsen
fiir groferes m rasch an. Der aus der linearen Algebra ([69, §XII.5]) bekannte Nilpotenz-
index m des Matrixbiischels {4+ AN : A € C} gab diesem (groben) MaB fiir die Pro-
bleme. die die numerische Lésung von (1.2) verursachen kann, den Namen: m heiit Index
des linearen DA Systems (1.2).

2Wegen der Normiquivalenz im R"* gilt diese Aussage unabhingig davon, welche Vektornorm
[|+]] : B"* — R man fiir ||¢(¢)]| wahlt. Wird in der vorliegenden Arbeit eine nicht niher spezifizierte
Vektornorm || - || im " verwendet, so setze man z. B. ||| =1 -||2 .

1. Einleitung 5

Die fiir das elementare Beispiel (1.2) beobachteten Besonderheiten des Lésungsver-
haltens sind charakteristisch fiir lineare DA-Systeme (1.1) mit konstanten Koeffizienten
([69, Kapitel XII], [84, Satz VIL1.1]). Dagegen ist die analytische Untersuchung von nicht-
linearen DA Systemen (1.1) i. allg. sehr viel komplizierter als im linearen Fall.

Aus der Literatur sind zahlreiche Ansdtze zur Klassifikation von nichtlinearen DA—
Systemen bekannt (vgl. [39, Kapitel 2 und Abschnitt 7.2]). Die auf Campbell, Gear und
andere zuriickgehende Idee, (1.1) durch wiederholte Differentiation der Gleichungen des
DA-Systems in ein System gewéhnlicher Differentialgleichungen zu transformieren, zahlt
ebenso zu den klassischen Ansdtzen wie der erstmals von Rheinboldt untersuchte Zu-
sammenhang zwischen DA Systemen und Vektorfeldern auf differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten. In beiden Féllen ist es moglich, bekannte Ergebnisse aus der Theorie der
gewdhnlichen Differentialgleichungen auf nichtlineare DA-Systeme (1.1) zu iibertragen.

Beispiel 2 Zunédchst wird der Ansatz von Gear betrachtet. Wollte man in Beispiel 1
ein zu (1.2) dquivalentes System gewdhnlicher Differentialgleichungen erhalten, so , fehlt*
zunéchst eine Differentialgleichung fiir die Komponente 2. Differenziert man die erste

Gleichung des DA Systems (1.2)

x1(t) + ay(t) = qu(t)

beziiglich ¢, so ergibt sich
oy(t) + 25(t) = qi(t) -
z4(t) bestimmt man nun aus der zweiten Ableitung der zweiten Gleichung in (1.2) usw.

usf. . Am Ende ist die m-te Gleichung von (1.2) m-fach zu differenzieren und man erhélt
das zu (1.2) dquivalente System gewdhnlicher Differentialgleichungen

m

dF
Bt = YD)

k=1
wy(t) = q(t) = (1),

I’m—l(t) = ([771—2(t) - Im—Z(t) ]
e, (1) = qmoa(t) = wmoa(t) .
Definition 2 ([73], [74], [75]) Sei die Funktion F" in (1.1) hinreichend oft stetig diffe-

renzierbar. Zu einem gegebenen m € N betrachtet man das DA-System

d”L
dt™

F(t,z(t),2'(1) =0, (—lF(t,.L'(t),.L"(t)) =0,

= F(ta().2(1) = 0. (L4)

Wenn man aus (1.4) Gleichungen auswéhlen kann, die durch algebraische Umformun-
gen auf die Gestalt 2'(t) = ¢(t,2(t)) gebracht werden kénnen, und wenn m die kleinste
natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist, dann heifit m Differentiationsindex des DA
Systems (1.1).
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Bemerkung 1 a) Fiir das lineare DA System (1.2) fallen nach Beispiel 2 der Differen-
tiationsindex und der Nilpotenzindex m zusammen.

b) Unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen erfiillt jede Losung #(t) von (1.1) wegen
F(t,x(t),2'(t)) =0 die Gleichungen (1.4).

¢) Das in Definition 2 konstruierte System a/(t) = ¢(¢,2(t)) wird als ein dem DA System
(1.1) zugrundeliegendes System gewéhnlicher Differentialgleichungen bezeichnet.

d) Verwenden wir in der vorliegenden Arbeit den Begriff ,Index“ ohne einen Zusatz, so
ist damit stets der Differentiationsindex eines DA-Systems gemeint.

e) Zur Vereinfachung der Schreibweise beschranken wir uns hier auf DA Systeme 1. Ord-
nung. Systeme hoéherer Ordnung kénnen wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen
durch Einfithrung von Hilfsvariablen zl:=a, 2l :=2 = %J‘[l] , ... auf DA-Systeme
1. Ordnung zuriickgefithrt werden (vgl. [158, §11.1]). Als Differentiationsindex des DA—
Systems hoherer Ordnung wird der Differentiationsindex des zugehorigen Systems 1. Ord-
nung bezeichnet.

) In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieflich DA Systeme (1.1) betrachtet, fiir
die gilt F' : © — R™ mit einer geeigneten Menge Q C [0,7] x R™* x R™ . Definition 2
kann aber ebenso auf die in der Literatur untersuchten iiber- bzw. unterbestimmten DA-
Systeme iibertragen werden.

Differentiell-algebraische Systeme in Hessenbergform

Beispiel 3 a) Laft sich die Lésung « von (1.1) in Komponenten 5 und ¢ aufspalten
und héngt I nur von 7', aber nicht von ¢’ ab, so heiit (1.1) semi-explizites DA System,
wenn (1.1) die Ableitung 7’(t) explizit als Funktion von ¢, 5(t) und ((¢) definiert. Hierzu
betrachten wir als Beispiel das semi-explizite DA-System (yp — y, ( — z)

y'(t) = [f(ty(t),=(1)) (1.5)
0 = g(t,y(1),2(1)) '

mit Funktionen f : [0,7] X R™ x R" — R™ und ¢ : [0,T] x R™ x R"* — R"* .

Bei der Bestimmung des dem DA-System (1.5) zugrundeliegenden Systems gewdhnlicher
Differentialgleichungen ist es wegen der semi-expliziten Struktur ausreichend, statt der
Ableitung %F([, z,2') in (1.4) nur die Ableitung des algebraischen Teils zu betrachten.
Differenziert man die Zwangsbedingungen 0 = g(t,y(t),=(¢)) beziiglich ¢, so folgt

0=g:(t,y,2)+9y(t,y,2)y'(1) + 9:(t, 9, 2)2'(1) = 9u(t, 9, 2) + (90 F)(t, 9, 2) + (8,9, 2)2'(2) -
Wenn in einer Umgebung der Losung von (1.5) die Index-1-Bedingung

» 9-(t.y,z) ist regular “ (1.6)
erfiillt ist, dann erhélt man hieraus

y'(t) = [fty(),=(1),

A) = gl (), 2(6) — [ g F1(E w(1), (1) (1)

-1
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also hat (1.5) den (Differentiations-)Index 1. Hierbei bezeichnet ¢, = %g(t,y,:) die
Jacobimatrix von ¢ beziiglich z und

[gyf](tv Y, ;) = gy(t7 Y, ;) ) f([*, Y, ;) ? [gv_lgf](i' y~:) = gz_lu* Y, ;) : gt(i"yﬂz) 7 Tttt
b) Aus dem semi-expliziten DA-System
y'(t) = [flty(),=(1)),
0 = g(t.y(t)

mit [ : [0,T]xR™ xR"™ - R™ und ¢ : [0,7] x R™ — R" folgt durch Differentia-
tion der Zwangsbedingungen 0 = g(t,y)

(18)

0= gt y)+9,(t,9)y'(1) = g:(t,y) + [0, f1(1,y, 2) - (1.9)

Ersetzt man in (1.8) die Zwangsbedingungen 0 = ¢(¢,y) durch ihre Ableitung (1.9), so
ergibt sich ein DA System der Form (1.5), das wie oben durch eine weitere Differentia-
tion der Zwangsbedingungen in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen tiberfiithrt
werden kann, wenn die Index-2-Bedingung

» |9y f:](ty, z) ist reguldr « (1.10)

in einer Umgebung der Losung erfiillt ist. Deshalb hat ein DA-System (1.8) mit (1.10)
den (Differentiations-)Index 2.

c) Ist zu dem semi-expliziten DA-System

y'(t) = flty(t),=(1)),
2(t) = kty(t), z(t), u(t)) , (1.11)
0 = g(t.y(1)

mit f: [0,T]xR™ xR"™ = R™ , k :[0,7] x R" x R x R*™ — R™ und ¢ : [0,7]
x R"™ — R" die Indez-3-Bedingung

w gy foka](ty, 2, u) ist regular ¢ (1.12)

in einer Umgebung der Losung erfiillt, so zeigt man durch dreimalige Differentiation der
Zwangsbedingungen, daf der (Differentiations-)Index 3 betragt.

Da DA-Systeme der Struktur (1.8) und (1.11) in zahlreichen praktischen Anwendun-
gen auftreten, werden sie unter einem einheitlichen Begriff zusammengefaBt ([48]):

Definition 3 ([39, Definition 2.5.3]) Das System (1.1) heiit DA-System in Hessen-

bergform der Grofle m (m > 2), wenn es die Blockstruktur

d .
Dale) = POl g et
C%a’[k](t) = F[k](t, Pty R I ,;1‘['”’1]) , 2<k<m-—1)

0

F[’"](l, a1
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hat, die Funktion F stetig differenzierbar ist und

OF!ml QFIm=-1] OFl oFhl
(é)x[m—l]) ' (01‘[’”—2] ) (0.v[1]> ' (0;1‘[’"])
in einer Umgebung der Lésung regulér ist. (Die Bezeichnung ,Hessenbergform® wurde

in Anlehnung an die Struktur der Jacobimatrix 0F/dxz gewahlt. Hat F' die angegebene
Form, so ist 0F/0z eine Block—Hessenbergmatrix.)

Beispiel 4 Index-2-Systeme in Hessenbergform haben die Gestalt (1.8) mit aW =y,
2=z, Fll= f und FP = g, sie erfilllen die Bedingung (1.10). DA-Systeme (1.11)

mit (1.12) sind Index-3-Systeme in Hessenbergform.

Fiir DA-Systeme in Hessenbergform ist der Nachweis der eindeutigen Losbarkeit von
Anfangswertproblemen sehr viel einfacher als fiir nichtlineare DA Systeme (1.1) mit be-
liebiger Struktur (vgl. z. B. [154, Abschnitt 9.4]). Wie im Satz von Picard-Lindeldf ist
hierfiir die wesentliche Voraussetzung, daf} die rechte Seite des zugrundeliegenden Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen z'(¢) = ¢(¢,z(t)) aus Definition 2 Lipschitz-stetig
beziiglich x ist. Zur Vereinfachung der Schreibweise fordern wir jedoch in Satz 1, daf} die
Funktionen f, g und % aus (1.5), (1.8) und (1.11) so oft stetig differenzierbar sind, daf}
die Lipschitz Stetigkeit von ¢ garantiert ist.

Satz 1 Gegeben sei ein DA=System (1.1) der Form (1.5), (1.8) oder (1.11), fir das die
Funktion I fiir alle t € [0,T] in einer Umgebung des Anfangswerts xo hinreichend oft
stetig differenzierbar ist.
a) Ist in einer Umgebung des Anfangswerts xo = (yI,2I)T die Indea-1-Bedingung (1.6)
erfillt und gilt

0= 9(0, 50, 20) »
so ist fir (1.5) das Anfangswertproblem y(0) =yo, z(0) =z lokal eindeutig losbar,
d. h., es gibl ein Ty € (0,T], so daff das Anfangswertproblem auf dem Zeitintervall [0, Ty
eindeutig losbar ist.
b) Gegeben sei ein semi-explizites DA-System (1.8), fir das die Index-2-Bedingung (1.10)
in einer Umgebung des Anfangswerts xo = (y&, 20T erfillt ist. Gilt fir yo und =

0 = g(t,y(l =g(0,y0) ,
g(t,y(1)) (0 9(0, yo)
d

0 = —g(t,y(t = ¢:(0,y0) + g,(0,y0) - y'(1 (1.13)
dtg( y( ))(fvy&):(ovyoﬂo) 9l yO) gy( o) y()(ivy&):(owmro)

= g:(0,90) + [9,/1(0, 0. z0) ,
so ist das Anfangswertproblem y(0) =yo, z(0) =z fir (1.8) lokal eindeutig losbar.
¢) Glegeben sei ein semi-explizites DA-System (1.11), fiir das die Indez-3-Bedingung (1.12)
in einer Umgebung des Anfangswerts xo = (y&, 2, ul)T erfillt ist. Gilt fiir yo, 2o und ug

0 = 9(0,4),
k

d
9t y()) , (k=1,2),

(t,y,2,u)=(0,y0,20,,u0)
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so ist das Anfangswertproblem y(0) =yo, 2z(0) =z, u(0)=wo fir (1.11) lokal ein-
deutig losbar.

Beweis a) Wie in Beispiel 3a erhélt man das dem Index-1-System (1.5) zugrundeliegende
System gewdhnlicher Differentialgleichungen (1.7). Sind die Funktionen f, [¢7'¢:] und
[97'g,f] Lipschitz-stetig beziiglich y und z, so folgt aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen, daff das Anfangswertproblem y(0) = yo, 2(0) = 2o fiir (1.7) lokal
eindeutig 18sbar ist ([158, §6.11I und §10]). Fiir diese Losung y(¢), z(t) gilt

gt y(t), 2(6)) + gy (1, y(), 2(1))y' (1) + g=(t,y(1), 2(1))="(1) = 0, (1 €[0,T)),
also

td
g(t,y(t), (1)) = g(0,yo, z0) + /0 Eg('”u’l(")vs(")) dr = g(0,90,20) =0, (t €[0,Tp]) .

Damit ist y(¢), z(¢) auch Lésung des DA-Systems (1.5).

b) und ¢) fihrt man durch einmalige bzw. durch zweimalige Differentiation der Zwangs-

bedingungen 0 = g(t,y(t)) auf a) zuriick ([154, Satz 9.4.3]). -

Bemerkung 2 a) Unter geeigneten Voraussetzungen an f, g und k kann die Losung des
Anfangswertproblems wie bei Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen iiber das ge-

samte Intervall [0, 7] fortgesetzt werden (vgl. [158, Satz §6.VII]).

b) Wie schon im einfiithrenden Beispiel 1 sind auch in Satz 1 die Anfangswertprobleme nur
unter zuséatzlichen Bedingungen an die Anfangswerte 16sbhar. Dabei miissen die Anfangs-
werte nicht nur die im DA System explizit enthaltenen Zwangsbedingungen, sondern u. U.
weitere (versteckte) Zwangsbedingungen erfilllen (z. B. 0 = ¢:(0,y0) + [¢,/1(0, yo, 20) fiir
(1.8)). Generell ist die Bestimmung konsistenter Anfangswerte nicht trivial und fiir DA-
Systeme der Form (1.1) bisher nicht allgemein gelost (vgl. die Losungsansitze in [125],
[101], [41]). Sehr viel einfacher ist es, in semi-expliziten DA-Systemen konsistente An-
fangswerte zu ermitteln. So kann man z. B. in (1.8) in einem ersten Schritt einen Vektor
yo € R™ mit 0=g¢(0,yo) bestimmen. Anschliefend wird das nichtlineare Gleichungs-
system

0= g:(0.90) + [94/1(0, 90, C)

nach ¢ € R™ aufgelost und zp:=( gesetzt. SchlieBlich erhalt man y'(0) = f(0, yo, z0)
aus (1.8). Fir viele Anwendungsgebiete lassen sich solche angepafiten Algorithmen zur
Bestimmung konsistenter Anfangswerte angeben (vgl. z. B. [109], [112], [120], [148] und
auch (3.86) und (3.87) in Abschnitt 3.3.2).

Deskriptorform und Zustandsform

Die Konsistenzbedingungen an die Anfangswerte widerspiegeln die Tatsache, dafl die n,
Variablen des DA-Systems (1.1) i. allg. nicht voneinander unabhangig sind. Durch die
Zwangsbedingungen werden die mdglichen Zustandsanderungen im DA—System auf eine
Teilmenge des R™ eingeschrankt.
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Beispiel 5 (vgl. [84, S. 457f und S. 474f]) Gegeben sei ein autonomes DA System
(1.8), fiir das die Index-2-Bedingung (1.10) erfillt ist, so da insbesondere g, Vollrang
hat. Die Zwangsbedingungen ¢(y) =0 mit ¢ : R™ — R" definieren unter geeigneten
Glattheitsvoraussetzungen eine (n, — n.) dimensionale Mannigfaltigkeit

M:={yeR™ : g(y) =0},

fiir die in einer Umgebung V' C 9 eines gegebenen Vektors yo € M eine Parameterdar-
stellung w : U — V' angegeben werden kann. Die bijektive Funktion w bildet eine offene
Menge U C R™™™ nach V ab, dabei seien w und w™" stetig differenzierbare Funktio-
nen, fiir die die Jacobimatrix w,(n) fir alle n € U Vollrang hat. Aus w(n) € V.C M
folgt g(w(n)) =0, also % (w(n)) = gy(w(n)) -wy(n) =0. Da w, Vollrang hat, bilden
die Spaltenvektoren von w,(n) deshalb eine Basis des Tangentialraums

Tym = {’U c R™ - gy(y)v = O}

an die Mannigfaltigkeit 9T im Punkt y :=w(#y) , und fir beliebige Vektoren v € 7,01,
nel und 5 € R™™" gilt

wy(m)j=v & 7 =wy(n)v (1.14)

mit der Pseudoinversen w,(n)* := (w,(7)Tw,(n)) " w,(7)T (vel. [111, Satz 3.4.1]).
Unter Verwendung einer solchen Parameterdarstellung w kann — wiederum unter geeig-
neten Glattheitsvoraussetzungen — ein zum DA-System (1.8) dquivalentes System von
ny, —n. gewdhnlichen Differentialgleichungen angegeben werden: Hierzu sei ein Vektor
2o € R™ mit 0= [g,f](y0,20) gegeben (vgl. (1.13)), und die Umgebung V von yq sei
hinreichend klein gewédhlt. Nach dem Satz iiber die implizite Funktion sind die in (1.8)
enthaltenen versteckten Zwangsbedingungen 0 = %g(y(t)) = g9y f](y,z) wegen (1.10) fiir
y € V lokal eindeutig nach z aufléshar, d. h., es gibt eine Funktion A : V — R"* | so
daB fiir y € V und z in einer geeigneten Umgebung von zo gilt

0=1[gfl(y,2) & =z=h(y)
und 2o = h(yo) . Dann ist f(y, h(y)) € T,M und das DA-System (1.8) ist dquivalent zu

y'(t) = fy(t), h(y(1)) -
Ersetzt man hier y(t) durch w(n(t)), so folgt aus y'(t) = Lw(n(t)) = w,(n(t))n'(t) zunichst

t
wy(n()n'(1) = fle(n(1), h(w(n(1)))
und schlieBlich mit (1.14)

W) = (1) mit 6(n) = w, () F (), hw(n) - (1.15)

In einer Umgebung von (yo,z0) ist (y(t), z(t)) genau dann eine Losung des DA-Systems
(1.8), wenn es eine Losung 7(t) des Systems (1.15) von n, — n. gewdhnlichen Differential-
gleichungen gibt, fiir die gilt y(¢) = w(n(t)) und z(t) = A(w(n(t))) .

Das System (1.15) ist eine lokale Zustandsform des DA Systems (1.8). Wihrend ein An-
fangswertproblem fiir ein System (1.15) mit Lipschitz-stetiger rechter Seite ¢ fiir beliebige
Anfangsbedingungen 7(0) = 1o lokal eindeutig 1sbar ist, ergeben sich die Bedingungen
(1.13) aus Satz 1b unmittelbar aus yo = w(no) , 20 = h(yo) -
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Die in Beispiel 5 skizzierte Identifizierung von DA Systemen mit Differentialgleichun-
gen, die auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten definiert sind, wurde erstmals von Rhein-
boldt ([139]) untersucht. Sie ist Grundlage des von verschiedenen Autoren betrachteten
geometrischen Zugangs zur analytischen Untersuchung von DA Systemen (1.1) ([135],
vgl. auch die Einfithrung in [84, S. 457f und S. 474ff]). Durch den Ubergang zu einer
Parametrisierung der Zwangsmannigfaltigkeit 9t 1aBt sich mit den Mitteln der Differen-
tialgeometrie u. a. ein eleganter Beweis fiir Satz 1, d. h. fiir die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung von Anfangswertproblemen fiir (1.5), (1.8) und (1.11) angeben ([140]).

Solche Parameterdarstellungen der Zwangsmannigfaltigkeit lassen sich i. allg. nur lokal
konstruieren. In technischen Anwendungen entspricht der Ubergang von den Variablen
in (1.1) zu einer Parameterdarstellung der Zwangsmannigfaltigkeit dem Ubergang von
der Modellierung in Deskriptorform zur Modellierung in Minimalkoordinaten, d. h. zur
Modellierung in Zustandsform. Dabei ist ein Differentialgleichungsmodell in Zustands-

Jorm gegeben, wenn es ein System gewohnlicher Differentialgleichungen bildet, so daf} die

Anfangswerte unabhéngig voneinander vorgegeben werden konnen (Minimalkoordinaten).
LaBt man im Differentialgleichungsmodell jedoch zusétzliche (redundante) Variablen zu,
so ergeben sich Zwangsbedingungen an die Variablen bzw. an ihre zeitlichen Ableitungen.
Die Modellgleichungen haben dann die allgemeine Gestalt (1.1) und werden als Modell-
gleichungen in Deskriptorform bezeichnet (vgl. auch [50, S. 38]). In Beispiel 5 liegt (1.8)
in Deskriptorform und (1.15) in Zustandsform vor.

Ebenso wie man z. B. in der klassischen Mechanik versucht, durch analytische Trans-
formationen zu Modellgleichungen in Zustandsform zu gelangen, lassen sich Parameter-
darstellungen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit auch numerisch stabil und effizient
bestimmen. Damit erméglicht der differentialgeometrische Zugang lokal den Ubergang von
einem DA System zu einem &quivalenten System gewohnlicher Differentialgleichungen.
Fiir die Integration eines Anfangswertproblems tiber das gesamte Zeitintervall [0, 1'] ist in
der Regel der Wechsel zwischen verschiedenen Parameterdarstellungen der Mannigfaltig-
keit erforderlich. Auf der Grundlage dieser lokalen Zustandsformen wurden verschiedene
Integrationsverfahren fiir die dynamische Simulation von mechanischen Mehrkérpersyste-
men entwickelt und implementiert ([133], [134], [159], [165]).

Diskretisierungsverfahren fiir differentiell-algebraische Systeme

Neben diesem Losungsansatz, ein DA-System analytisch oder numerisch auf Zustands-
form zu transformieren und auf diese Zustandsform eines der bekannten Verfahren fiir
gewdhnliche Differentialgleichungen anzuwenden, wird etwa seit Beginn der achtziger Jah-
re intensiv die direkte Anwendung von Diskretisierungsverfahren auf DA-Systeme (1.1)
untersucht. Der klassische Ansatz hierzu geht auf Gear ([70]) zuriick und ist im einfachsten
Fall (implizites Eulerverfahren) gegeben durch

Tpg1 — Tn

h

mit der Integrationsschrittweite h und ¢, =nh, z, = x(t,), (n > 0). Im Vergleich zur
Theorie der Diskretisierungsverfahren fiir Systeme gewéhnlicher Differentialgleichungen

F(tng, Toga, )=0 (1.16)

3Selbstverstindlich gibt es weder eine eindeutig bestimmte Zustandsform noch eine eindeutig bestimm-
te Deskriptorform der Modellgleichungen.




12 1. Einleitung

ergeben sich fiir die numerische Lésung von DA Systemen sowohl bei der Konstruktion
der Verfahren als auch bei ihrer theoretischen Untersuchung und bei ihrer praktischen
Umsetzung zahlreiche neue Fragen und Probleme.

Es gibt in der Literatur verschiedene Konzepte zur theoretischen Untersuchung von
Diskretisierungsverfahren fiir DA-Systeme. Wir folgen in der vorliegenden Arbeit dem
von Hairer, Lubich und anderen beschrittenen Weg, zunéachst die Anwendung der nume-
rischen Verfahren auf nichtlineare DA Systeme mit moglichst einfacher Struktur (z. B.
Hessenbergform) im Detail zu untersuchen ([81], [84, Kapitel VI und VII] u. v. a.). Durch
diese Einschrankung vermeidet man zahllose beweistechnische Details beim Nachweis der
Konvergenz der Verfahren, so daff die Bestimmung optimaler Verfahrensparameter sehr
erleichtert wird.

Viele in praktischen Anwendungen auftretende DA—Systeme der allgemeinen Form
(1.1) kénnen durch (lineare oder nichtlineare) Koordinatentransformationen und durch
Umformungen der Gleichungen (1.1) auf Hessenbergform transformiert werden. Ist ein
Diskretisierungsverfahren gegeniiber dieser Transformation invariant, so lassen sich die
fiir Systeme in Hessenbergform gezeigten Ergebnisse direkt auf solche DA-Systeme der
allgemeinen Form (1.1) iibertragen (vgl. hierzu [81, S. 3ff], [84, S. 456] und fiir die in der
vorliegenden Arbeit untersuchten Verfahren die Bemerkungen 29 und 34). Dabei setzt
man in der Regel voraus, daf in (1.1) die Funktion F(¢, z,2’) und die Lésung () hinrei-
chend oft stetig differenzierbar sind. Unter Verwendung des von Mérz, Griepentrog und
anderen entwickelten Projektorenkalkiils ([76], [114]) wurde in [12] und [15] nachgewiesen,
daf} einige der fiir Index-1- und Index-2-Systeme in Hessenbergform entwickelten Beweis-
gedanken auch unter sehr viel schwécheren Glattheitsvoraussetzungen auf DA-Systeme
der allgemeinen Form (1.1) {ibertragen werden konnen.

In den nachfolgenden Kapiteln 2 und 3 werden fiir Index-2-Systeme und Index-3-
Systeme in Hessenbergform neben numerischen Losungsverfahren auch einige Eigenschaf-
ten der analytischen Ldsung untersucht. Schon das lineare DA-System (1.2) aus Bei-
spiel 1 zeigt, daB die direkte Anwendung von Diskretisierungsverfahren auf DA-Systeme
vom Index > 1 problematisch ist, denn die Lésung hangt (beziiglich || - ||co) nicht ste-
tig von der rechten Seite ¢(t) ab (vgl. (1.3)). Unabhéngig vom konkreten Diskretisie-
rungsverfahren kann deshalb die numerische Lésung durch Rundungsfehler, die bei der
Computer—Rechnung in Gleitpunktarithmetik unvermeidbar sind, stark verfilscht wer-
den. Aus diesem Grund wurde im Zusammenhang mit Konvergenzbeweisen fiir BDF und
implizite Runge-Kutta—Verfahren auch der Einfluf von Rundungsfehlern und anderen
kleinen Stérungen auf die numerische Losung untersucht (z. B. in [104], [40], [81], [114,
Abschnitt 3]).

Auf der Grundlage dieser aus der Literatur bekannten Fehlerabschdtzungen wird in
Kapitel 2 in Anlehnung an die Definition des Storungsindexes ([81, S. 1], vgl. auch Defi-
nition 4) eine Stérungstheorie fiir nichtlineare Index-2- und Index-3-Systeme in Hessen-
bergform entwickelt. Diese Storungstheorie beschreibt detailliert die Empfindlichkeit der
analytischen und der numerischen Lésung gegeniiber kleinen Stérungen im DA-System.
Das zentrale Ergebnis ist, dal die differentiellen Losungskomponenten (y in (1.8) bzw.
yund z in (1.11)) sehr viel robuster gegeniiber Stérungen sind als die algebraischen Kom-
ponenten (z in (1.8) bzw. u in (1.11)). Der Einfluf von Stérungen auf die differentiellen
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Losungskomponenten héngt entscheidend davon ab, ob das DA System beziiglich der
algebraischen Komponenten linear oder nichtlinear ist.

Sowohl fiir die analytische Losung als auch fiir die numerische Lésung werden scharfe
Fehlerschranken fiir die einzelnen Lésungskomponenten bewiesen. Dabei wird auch der
enge Zusammenhang zwischen dem Einflul von Stérungen auf die analytische Losung
und dem Einflul von Stérungen auf die numerische Losung gezeigt. Die Ergebnisse der
Stérungstheorie unterstreichen, daf die direkte Anwendung von geeigneten Diskretisie-
rungsverfahren auf Index-2-Systeme in Hessenbergform zu numerisch stabilen Integra-
tionsverfahren fithrt, wenn man die starkere Empfindlichkeit der algebraischen Losungs-
komponenten z gegeniiber Rundungsfehlern und anderen Stérungen bei der Implementie-
rung der Verfahren beriicksichtigt (z. B. bei der Schrittweitensteuerung [81, Kapitel 8]).

Gleichzeitig erklart die Stérungstheorie, warum diese Integrationsverfahren prinzipiell
versagen, wenn die Integrationsschrittweite A zu klein wird (vgl. Beispiel 8). Aus Sicht
der Stérungstheorie sind nichtlineare Index-2-Systeme (1.8) besonders gutartig, wenn
sie linear beziiglich der algebraischen Komponenten z sind ( f(y,z) = fo(y) + f:(y)z ),
denn in diesem Fall sind diejenigen Terme, die in den Fehlerschranken fiir die differen-
tiellen Losungskomponenten y nicht stetig von den Stérungen abhéngen, aus Sicht der
praktischen Rechnung vernachlassigbar klein (vgl. Beispiel 10). Index-2-Systeme dieser
speziellen Form treten in verschiedenen praktischen Anwendungen auf, als Beispiel sei
die Gear-Gupta-Leimkuhler—Formulierung (3.6) der Modellgleichungen fiir mechanische
Mehrkérpersysteme genannt.

Gegenstand von Kapitel 3 ist die Konstruktion und Implementierung von numerischen
Verfahren fiir DA-Systeme, deren Index grofier als 1 ist (DA-Systeme von hoherem Index).
Fehlerabschatzungen und aus der Literatur bekannte Konvergenzbeweise belegen, daf
Diskretisierungsverfahren, die aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen
bekannt sind (z. B. BDF, implizite Runge-Kutta—Verfahren), auf Index-2- und Index-3-
Systeme in Hessenbergform iibertragen werden kénnen. Weite Verbreitung haben u. a. der
BDF Code DASSL von Petzold ([129], [132], [39, Kapitel 5 und 7.5]) und das auf einem
impliziten Runge-Kutta—Verfahren 5. Ordnung basierende Programm RADAU5 von Hai-
rer und Wanner ([83], [84, Anhang]) gefunden. Ebenso wie das implizite Eulerverfahren
(1.16) basieren DASSL und RADAUS5 auf impliziten Verfahren und erfordern in jedem
Integrationsschritt die Losung von nichtlinearen Gleichungssystemen der Dimension > n,
zur Bestimmung von @,,41.

Fiir semi-explizite DA Systeme kann der in einem einzelnen Integrationsschritt erfor-
derliche Rechenaufwand stark reduziert werden, wenn man die Struktur des DA-Systems
bei der Konstruktion der Verfahren berticksichtigt. So erfordert z. B. das halb-explizite
Eulerverfahren y y

n+l — Yn
h = St yn ) (1.17)
0 = g(['n+1~ yn+1)

fiir Index-2-Systeme (1.8) nur die Losung eines Gleichungssystems der Dimension n, zur
Berechnung von z,. Die differentiellen Komponenten y,+; kénnen dagegen explizit berech-
net werden (n, < n, = ny + n,). Das Verfahren (1.17) gehort zur Klasse der partitionier-
ten Diskretisierungsverfahren fiir semi-explizite DA-Systeme, die seit Ende der achtziger
Jahre intensiv untersucht werden (vgl. den aktuellen Uberblick in [84, Kapitel VIL6]).
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Bemerkung 3 Das klassische Anwendungsgebiet von BDF und impliziten Runge Kutta-
Verfahren sind steife Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen. Dagegen ist das halb-
explizite Eulerverfahren (1.17) bei der Integration von steifen Systemen ebenso wie das
explizite Eulerverfahren fiir gew6hnliche Differentialgleichungen nur fiir sehr kleine Inte-
grationsschrittweiten h numerisch stabil, seine praktische Anwendung kommt deshalb vor
allem fiir nicht-steife Systeme in Betracht. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion des Phéano-
mens (und des Begriffs) ,,Steitheit“ sei auf [50, Abschnitt 4.1.3], [154, Abschnitt 5.2.1] und
[84, Kapitel IV.1] verwiesen. Gegeniiber dieser klassischen Theorie fiir gewéhnliche Dif-
ferentialgleichungen ergeben sich bei der Integration von steifen Index-2-Systemen (1.8)
neue (und bisher ungeléste) Probleme, weil man steife DA Systeme (1.8) angeben kann,
fiir die sowohl die BDF als auch A-stabile (implizite) Runge-Kutta—Verfahren nur fiir
sehr kleine Schrittweiten & numerisch stabil sind ([32], [87], [163]).

Im Mittelpunkt von Kapitel 3 stehen partitionierte Verfahren fiir nicht-steife Index-2-
Systeme in Hessenbergform. Hierzu werden 2 neue Verfahrensklassen betrachtet: halb-ex-
plizite Runge Kutta Verfahren mit expliziter Stufe und partitionierte lineare Mehrschritt-
verfahren vom Adams Typ. In beiden Féllen sind die zugehérigen Verfahren fiir gewdhn-
liche Differentialgleichungen (explizite Runge-Kutta—Verfahren bzw. implizite Adams—
Verfahren) sehr gut zur Integration nicht-steifer Systeme geeignet.

Als Verallgemeinerung von (1.17) auf mehrstufige (explizite) Runge Kutta Verfahren
haben Hairer, Lubich und Roche in [81, S. 20f] halb-explizite Runge-Kutta—Verfahren fiir
Index-2-Systeme (1.8) eingefithrt. Die Konstruktion von halb-expliziten Verfahren héhe-
rer Ordnung vereinfacht sich erheblich, wenn man die erste (halb-explizite) Stufe eines
solchen Verfahrens durch eine explizite Stufe ersetzt. In den Abschnitten 3.2.1, 3.3.1 und
3.3.2 werden diese halb-expliziten Runge-Kutta—Verfahren mit expliziter Stufe detailliert
untersucht. Ein besonders effizientes sechsstufiges Verfahren der Ordnung 5 wurde als
Integrator HEDOP5 implementiert und bewies in zahlreichen Testrechnungen die Vorteile
des neuen Verfahrensansatzes.

Die aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen bekannten impliziten
Adams Verfahren (auch: Adams Moulton Verfahren) sind bei Anwendung auf Index-2-
Systeme (1.8) instabil und konvergieren nicht ([84, Satz VII.3.6]). Als Alternative werden
in den Abschnitten 3.2.2 und 3.3.3 partitionierte Mehrschrittverfahren untersucht, die
die differentiellen Komponenten y mit einem Adams—Moulton—Verfahren und die alge-
braischen Komponenten z mit BDF bestimmen. Kombiniert man dabei zwei k-Schritt-
Verfahren (k > 1), so konvergiert dieses partitionierte lineare Mehrschrittverfahren vom
Adams—Typ mit der Ordnung k£ 4+ 1 in y und mit der Ordnung £ in z.

Die in Kapitel 3 vorgestellten halb-expliziten und partitionierten Verfahren zeigen,
dafl man bekannte Verfahren fiir nicht-steife gewodhnliche Differentialgleichungen so ver-
allgemeinern kann, dafB} sie auch fiir Index-2-Systeme in Hessenbergform eine hohe Kon-
vergenzordnung erreichen. Bei Anwendung auf nicht-steife DA-Systeme (1.8) sind diese
neu entwickelten Verfahren den traditionell verwendeten impliziten Verfahren iiberlegen.

Differentiell-algebraische Systeme in praktischen Anwendungen

Die seit einigen Jahren verfiighare Software zur Integration von DA Systemen ermoglicht
es in vielen Anwendungsgebieten, zur Modellierung in Deskriptorform iiberzugehen. Die
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Modellgleichungen haben dabei nicht immer die ,klassische* Form (1.1), sondern kénnen
z. B. auch partielle Differentialgleichungen, retardierte Differentialgleichungen, Integral-
gleichungen und einseitige Beschrankungen enthalten ([39, Kapitel 7.1]).

Obwohl diese Erweiterungen zahlreiche neue Fragen aufwerfen, kénnen Konzepte, die
fiir DA-Systeme der Form (1.1) entwickelt wurden, z. T'. auf Systeme mit komplizier-
terer Struktur iibertragen werden. Hierzu wenden wir in Abschnitt 2.4 die Storungs-
theorie auf DA Systeme an, die bei Anwendung der Linienmethode als Semidiskreti-
sierungen eines Systems partieller Differentialgleichungen entstehen. Zur Charakterisie-
rung der Empfindlichkeit der Lésung gegeniiber kleinen Stérungen wird der gleichméBige
Stérungsindex fiir Klassen von DA Systemen eingefiihrt. Der gleichméBige Stérungsindex
gibt fiir die semidiskreten DA—Systeme Fehlerschranken an, die gleichméaBig beziiglich der
(Orts—)Diskretisierungsschrittweite A, sind.

Die computergestiitzte Generierung von Differentialgleichungsmodellen birgt die Ge-
fahr, dal durch die automatisierte Kopplung von verschiedenen Modellkomponenten Mo-
dellgleichungen aufgestellt werden, in denen Singularitaten auftreten kénnen. Eine solche
Singularitdt in den Bewegungsgleichungen fiir mechanische Mehrkérpersysteme (MKS)
gab die Motivation fiir die in Kapitel 4 zusammengefafiten Arbeiten zur Simulation des
dynamischen Verhaltens von MKS mit Kontaktbedingungen.

Die in Abschnitt 4.1 im einzelnen besprochenen MKS Modellgleichungen

‘?\I(Q)q = f(qv (zv /\*t) - ("T(qv [)/\

D — oo (1.18)

beschreiben in Abhéngigkeit von den im System wirkenden Kriften die zeitliche Ande-
rung der Lagekoordinaten ¢ eines MKS®. Sie bilden unter den Voraussetzungen aus Ab-
schnitt 4.1 ein DA-System vom Index 3.

Da sich Starrkérper nicht gegenseitig durchdringen kénnen, sind ihre Lagekoordinaten
im Mehrkoérpersystem nicht unabhéngig voneinander. Bei Beriicksichtigung der geometri-
schen Abmessungen der Kérper eines MKS ergeben sich deshalb einseitige Beschrankun-
gen

g(q,1) =0

an die Lagekoordinaten ¢ des MKS. Betrachtet man den Spezialfall, daB} zwei Starrkdrper
eines MKS permanent in Kontakt sind, so konnen diese einseitigen Beschrankungen durch
eine (skalare) Zwangsbedingung

2g.t) =0 (1.19)

ersetzt werden, die in (1.18) Teil der Zwangsbedingungen ¢(q,¢) =0 ist.

Schwerpunkt von Kapitel 4 ist die dynamische Simulation von Rad—Schiene-Systemen.
Hierfiir ist aus der Literatur bekannt, daf der geometrische Kontakt zwischen einer Schiene
und einem kegelférmigen Rad sehr gut durch ein derartiges Starrkorperkontaktmodell
beschrieben werden kann (vgl. z. B. [148] und auch Abschnitt 4.1). In praxi werden jedoch

4Synonym zu 2'(t) = %I(t) in (1.1) verwenden wir in (1.18) und in Kapitel 4 die in der Mechanik
iibliche Bezeichnung & = ditx(f) fiir die zeitliche Ableitung einer Funktion.
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Réader mit sog. Verschleifiprofil verwendet, diese Rader sind im Unterschied zu kegel-
férmigen Rédern nicht konvex. Wenn man das Starrkorperkontaktmodell formal auf den
Kontakt zwischen einer Schiene und einem solchen Rad mit Verschleifiprofil tibertrigt, so
ist die Kontaktbedingung (1.19) nur stiickweise differenzierbar, denn die Lage des Punkts,
in dem sich die Schiene und das nicht-konvexe Rad beriihren, kann sich unstetig dndern.

Die Differenzierbarkeit der Zwangsbedingungen in (1.18) ist jedoch eine entscheidende
Voraussetzung fiir die Existenz einer klassischen Losung ¢(t), A(¢) (vgl. Beispiel 5). Er-
reicht eine Trajektorie einen Punkt P* = (1*,¢*, ¢*, \*) , in dem die Zwangsbedingungen
nicht differenzierbar sind, so kann die Losung von (1.18) i. allg. nicht stetig iiber die-
sen Punkt hinaus fortgesetzt werden (P* ist ,unpassierbar®, engl.: ,Impasse point* [39,
S. 214]). Bei Verwendung des Starrkérperkontaktmodells haben die Bewegungsgleichun-
gen also i. allg. eine nur stiickweise stetige Losung.

Um diese Unstetigkeiten zu tiberwinden, wird eine Regularisierung der Kontaktbedin-
gung (1.19) eingefiihrt, die an die Besonderheiten des Rad Schiene Kontakts angepaBit ist
und u. a. die einseitigen Beschrankungen verwendet, die (1.19) zugrunde liegen. Aus Sicht
der praktischen Anwendung ist entscheidend, daf} die regularisierten Kontaktbedingungen
effizient numerisch ausgewertet werden kénnen. Hierzu werden verschiedene Implemen-
tierungen angegeben. Das regularisierte Kontaktmodell wird im MKS Simulationspaket
SIMPACK ([142]) zur dynamischen Simulation von Rad-Schiene-Systemen genutzt und
steht in diesem Rahmen fiir Simulationsaufgaben im Schienenfahrzeugbau zur Verfiigung.

Fiir die in Kapitel 4 betrachtete Verallgemeinerung des Starrkérperkontaktmodells auf
Rad Schiene Systeme, deren Rdder Verschleifiprofil haben, treten die Details der Zeit-
integration von DA-Systemen, die den Schwerpunkt der Kapitel 2 und 3 bilden, in den
Hintergrund. Wesentlich ist hier statt dessen der enge Zusammenhang zwischen der Mo-
dellierung, der analytischen Untersuchung der Bewegungsgleichungen, der numerischen
Lésung der Bewegungsgleichungen und der Implementierung im Simulationspaket.

Bezeichnungen, Verweise auf das Internet usw.

Die umfangreiche Literatur zu DA Systemen enthédlt neben analytischen und numerischen
Untersuchungen auch zahlreiche gut dokumentierte Integrationsverfahren und Bench-
mark—Probleme. In den nachfolgenden Kapiteln werden wir vielfach auf solche aus der
Literatur bekannten Ergebnisse verweisen, ohne sie hier im einzelnen wiederzugeben.
Die Untersuchung der numerischen Verfahren wird zum grofien Teil in Anlehnung an
die Monographien von Hairer, Norsett und Wanner ([82]) und von Hairer und Wanner
([84]) dargestellt.

Den gewachsenen Moglichkeiten der elektronischen Kommunikation wollen wir im
Text durch Angabe einiger Verweise auf FORTRAN-Quelltexte u. &. im Internet Rech-
nung tragen. Die Verfiigharkeit solcher Dateien ist leider zeitlich befristet (z. B. wegen
der Anderung von Internet—Adressen), die angegebenen Adressen entsprechen dem Stand
von November 1997.

Kapitel 2

Eine Storungstheorie fiir
differentiell-algebraische Systeme
von héherem Index

Wihrend der numerischen Losung von Anfangswertproblemen entsteht der Diskretisie-
rungsfehler des numerischen Verfahrens, bei der Implementierung des Verfahrens in Gleit-
punktarithmetik kommen Rundungsfehler und ggf. Fehler durch Abbruch der iterativen
Losung nichtlinearer Gleichungen hinzu. Sowohl die Konvergenzuntersuchungen von Dis-
kretisierungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen als auch ihre praktische
Umsetzung im Computerprogramm beruhen u. a. auf der Tatsache, daff die Lésung eines
Anfangswertproblems fiir Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen mit Lipschitz-
stetiger rechter Seite stetig von Storungen des Anfangswerts und der rechten Seite abhéngt
([158, Satz §12.VI)).

Bei der Entwicklung und Untersuchung von Verfahren fiir DA-Systeme zeigte sich je-
doch in (praktisch wichtigen) Spezialféllen, dafl man bei einer geeigneten Implementierung
der Verfahren Anfangswertprobleme auch dann zuverléssig, effizient und genau numerisch
I6sen kann, wenn die analytische Losung nicht stetig von kleinen Stérungen abhéngt.
Eine wesentliche Voraussetzung hierfiir ist die detaillierte Untersuchung der Sensitivitat
der analytischen und der numerischen Lésung gegeniiber kleinen Stérungen. Fiir nicht-
lineare DA Systeme (1.1) wurde dieses Problem erstmals systematisch im Zusammenhang
mit der Definition des Stérungsindexes ([81, S. 1ff]) betrachtet.

In diesem Kapitel entwickeln wir eine solche Stérungstheorie u. a. fiir Index-2- und
Index-3-Systeme in Hessenbergform. Zunéachst zeigen wir in Abschnitt 2.1 das Konzept
der Stérungstheorie und illustrieren das untersuchte Phinomen an einem Testbeispiel.
Den Schwerpunkt bildet Abschnitt 2.2, in dem Index-2-Systeme in Hessenbergform be-
trachtet werden. Hier analysieren wir insbesondere auch den Zusammenhang zwischen
Fehlerschranken fiir die analytische und die numerische Lésung. In Abschnitt 2.3 werden
diese Ergebnisse auf Index-3-Systeme erweitert.

Wir konzentrieren unsere Untersuchungen auf diejenigen Fehlerterme, die nicht stetig
von Storungen im DA System abhéngen. Fiir diese Fehlerterme werden Schranken ange-
geben, die die Struktur des DA-Systems beriicksichtigen. Ein weiteres zentrales Ergebnis
dieses Kapitels ist der Nachweis, daf} diese Fehlerschranken optimal sind und i. allg. nicht
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verbessert werden kénnen.

Waihrend die klassische Stérungstheorie Fehlerschranken fiir ein einzelnes DA-System
bestimmt, bendtigt man u. a. bei der Untersuchung von Semidiskretisierungen partiel-
ler Differentialgleichungen Fehlerschranken fiir Klassen von DA Systemen. Hierzu wird
im abschlieBenden Abschnitt 2.4 der Begriff ,Storungsindex® in natiirlicher Weise zum
gleichméaBigen Stoérungsindex einer Klasse differentiell-algebraischer Systeme erweitert.

In den nachfolgenden Kapiteln ziehen wir unmittelbar Nutzen aus den Resultaten
der Stérungstheorie fiir Index-2- und Index-3-Systeme: Die Ergebnisse von Abschnitt 2.2
sind Grundlage der Konvergenzbeweise fiir Runge-Kutta—Verfahren und lineare Mehr-
schrittverfahren (Abschnitt 3.2). Sie motivieren dariiberhinaus die Auswahl der Gear
Gupta—Leimkuhler—Formulierung der Modellgleichungen fiir die dynamische Simulation
von mechanischen Mehrkérpersystemen (vgl. Bemerkung 15 in Abschnitt 3.1).

2.1 Motivation

Im Unterschied zur Integration von Systemen gewo6hnlicher Differentialgleichungen oder
von Index-1-Systemen erweist sich die direkte Ubertragung von Integrationsverfahren aus
der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen auf Anfangswertprobleme fiir DA-
Systeme von hoherem Index als kompliziert ([130]). Ursachen hierfiir sind einerseits eine
mogliche Ordnungsreduktion der Verfahren und algorithmische Details bei der Ordnungs-
und Schrittweitensteuerung und bei der Losung nichtlinearer Gleichungssysteme. Ande-
rerseits setzen die Eigenschaften der analytischen Losung eines DA-Systems von hoherem
Index prinzipielle Grenzen fiir die Anwendung der aus der Theorie der gew6hnlichen Dif-
ferentialgleichungen bekannten Verfahren, weil kleine Storungen (Rundungsfehler usw.)
wahrend der Integration drastisch verstarkt werden konnen, so daf} die numerischen Er-
gebnisse unbrauchbar werden.

Ist der (Storungs-)Index des DA-Systems grofer als 3, so erfordert die zuverléssige
Integration eine analytische Transformation des DA-Systems vor der Diskretisierung (In-
dexreduktion, vgl. Abschnitt 3.1). L. allg. ist bereits die numerische Lésung von Index-3-
Systemen kompliziert.

Beispiel 6 Die Modellgleichungen des starren Radsatzes mit Kegelprofil in Beispiel 27
bilden ein DA-System vom Index 3. Die mit dem Integrator RADAUS5 ([84, Anhang]) be-
rechnete numerische Losung hat unabhdngig von der vorgegebenen Toleranz TOL einen
Fehler der Gréfie 1073...10~* in allen Losungskomponenten, wenn fiir die Parameter
des Integrators die Standardvorgaben verwendet werden. Ursache dieser groBen Fehler
im Endergebnis ist die Verstarkung von Fehlern, die in jedem Integrationsschritt durch
Abbruch der Newtoniteration bei der Losung der Runge Kutta Gleichungen entstehen.
RADAUDS verwendet als Abbruchschranke im vereinfachten Newton—Verfahren x-TOL |
Standardvorgabe ist x =0.03 ([84, S. 120f]). Wahrend die durch das Runge-Kutta—
Verfahren definierte Losung ¢, die Zwangsbedingungen ¢(¢,) =0 exakt erfiillt, berech-
net RADAUS nur eine numerische Lésung ¢, mit ||g(g,)|| < & - TOL .

Verringert man daher, wie in der Dokumentation von RADAUS5 vorgeschlagen ([81, Ka-
pitel 9]), die Abbruchschranke fiir das vereinfachte Newtonverfahren, so wird die vorge-
gebene Genauigkeitsschranke TOL wesentlich besser eingehalten. Abb. 2.1 zeigt links fiir
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Abbildung 2.1: Fehler der numerischen Losung bei der dynamischen Simulation eines
starren Radsatzes (RADAUS5, vgl. Beispiel 6).

verschiedene Genauigkeitsforderungen TOL den Fehler in einer der Lagekoordinaten ¢
(zum Zeitpunkt 7' =5s ) bei « = 0.03 (,0“, Standardvorgabe) bzw. & =107 (,+“).
Dieser Test zeigt einen Effekt, der fiir die Integration eines DA-Systems von hoherem In-
dex typisch ist. Wendet man namlich RADAUS nicht direkt auf die Index-3-Formulierung
der Bewegungsgleichungen sondern auf die hierzu analytisch dquivalente Index-2-Formu-
lierung (3.4) an (vgl. Abschnitt 3.1), so wird schon mit der Standardvorgabe x = 0.03
die geforderte Genauigkeit erreicht, die Abbruchfehler des Newtonverfahrens sind (wie
auch bei der Anwendung von RADAUS5 auf gewdhnliche Differentialgleichungen tiblich)
gegeniiber dem Diskretisierungsfehler vernachléssigbar.

Beispiel 6 unterstreicht die Notwendigkeit, fiir DA-Systeme von hoherem Index nicht
nur den Diskretisierungsfehler, sondern auch die bei der Implementierung von Diskre-
tisierungsverfahren in Gleitpunktarithmetik auftretenden Fehler zu untersuchen. Diese
Storungstheorie basiert auf der klassischen Abschéatzung fiir Stérungen im Anfangswert-
problem

y'(t) = ft,y(t)), (t€[0,T]), y(0)=uyo (2.1)

fiir Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen (vgl. z. B. [158, §12]). Wir setzen voraus,
daB (2.1) eine stetig differenzierbare Losung y(¢) hat und dal f : [0,7] x R™ — R™ in
einer Umgebung U dieser Losung stetig und beziiglich y Lipschitz-stetig ist, d. h., es gibt
eine Konstante L mit

£ y2) = F(ty)ll < Lllyz —wll, (L€10,T], yry2 €U (22)
Satz 2 Sei § € C'([0,T]) und

gt = f(t.a0) +6(t), (t€[0,T]), §(0)=4do.
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Dann gilt fir alle t € [0,T]
Ji60) = w00 < ¢ (No ol + max | [ atwyaul]) (23)
T€[0,t] 0

sofern der Ausdruck auf der rechten Seite von (2.3) hinreichend klein ist.

Beweisidee Man beschrankt sich zunichst auf Funktionen g(t), (he fir t€[0,7] inl
verbleiben, und verwendet (2.2), um eine Abschitzung fiir v(¢) := g(¢) — y(¢) zu erhalten:

(1) wm+/wmw=wm+fuvxmfﬂ par+ [ a(r)ar

()l < \+L/n wk+n/ (r)drl]

Hieraus folgt mit dem Lemma von Gronwall (s. u.) die Fehlerschranke (2.3). Wie im Beweis
von Satz 3 wird anschliefend unter Verwendung von (2.3) bewiesen, daf §(¢) tatsdchlich
stets in U verbleibt, wenn die rechte Seite von (2.3) hinreichend klein ist.

Zentrales Beweishilfsmittel ist das Lemma von Gronwall (1919), das hier in der in [50]
verwendeten Darstellung wiedergegeben wird:

Lemma 1 Gegeben seien sletige nichinegative Funktionen 1, x : [0,T] = R und ein
0 >0 mit

t
P(t) <o —I—/ x(w)(w)dw, (t€][0,T]).
0
Dann gilt fiir alle t € 10,7
t
h(t) <o exp(/ x(w) dw) .
0

Beweis z. B. [82, Ubung 1.10.2], [50, Lemma 3.9). -

Satz 2 zeigt, daB fur Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen mit Lipschitz-steti-
ger rechter Seite die Lésung eines Anfangswertproblems stetig von kleinen Stérungen
abhangt. Fiir die in der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichungen iiblichen Dis-
kretisierungsverfahren kann man entsprechende Fehlerschranken auch fiir die numerische
Losung beweisen.

Bei der quantitativen Untersuchung des in Beispiel 6 beobachteten Phédnomens be-
trachtet man deshalb die Empfindlichkeit der analytischen Lésung von DA Systemen
(1.1) gegeniiber kleinen Stérungen 6 : [0,7] — R™ |, d. h., man sucht fiir Funktionen
¢ : [0,7] — R™ mit

P a0,80) = 8(1) , (1€[0,7]), #0) = o (24)
Schranken der Form (2.3) fir |[2(¢) —x(t)|, (¢ € [0,7]). Die Losungsdarstellung (1.3)
eines linearen Index-m-Systems mit konstanten Koeffizienten zeigt bereits, daf} eine solche
Schranke neben [ §(w)dw auch Ableitungen

i [T .
d . / S(w)ydw =6VN(7), (j=1,....m)
dri [y
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dieses Terms enthalten muf.
Hierbei verwenden wir fiir Funktionen 6 € C"([0,7],R") die Bezeichnung

Bllcro = max [0 + max [ +...+ max SO (23)

ist das Zeitintervall [0 t] aus dem Zusammenhang ersichtlich, so schreiben wir auch kurz

|8]|c fiir

"([0.4])

Definition 4 Zu einem gegebenen DA System (1.1) mit Losung « : [0,7] — R™ be-
trachte man beliebige Funktionen & : [0,7] — R™ , die (2.4) erfiillen. Gibt es ein r € N
und eine Konstante €' > 0, so daB fiir ¢ € [0,7] stets

it) = a(t)] < C (|1 (o ) (2.6)

gilt, wenn die rechte Seite in (2.6) hinreichend klein ist, und ist r die kleinste natiirliche
Zahl mit dieser Eigenschaft, so heift m =r+1 Stérungsindez des DA-Systems (1.1)
entlang der Lésung z(t).

Bemerkung 4 a) Dieses an die Storungstheorie angelehnte Indexkonzept wurde in [81]
im Zusammenhang mit Konvergenzuntersuchungen fiir Runge Kutta Verfahren einge-
fiithrt. Fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten und fiir DA Systeme in Hessen-
bergform fallt der Stérungsindex mit dem differentiellen Index zusammen ([73]), i. allg.
kann der Stérungsindex jedoch beliebig viel grofer als der differentielle Index sein ([44]).
b) Wegen der Abschitzung (2.3) wird festgelegt, daff Systeme gewdhnlicher Differential-
gleichungen mit Lipschitz-stetiger rechter Seite den Stérungsindex 0 haben.

c) Der Stérungsindex beschreibt die Sensitivitat der analytischen Losung von DA-Syste-
men gegeniiber kleinen Stérungen. . allg. erwartet man bei Verwendung geeigneter Dis-
kretisierungsverfahren, daB fiir die numerische Losung entsprechende Fehlerschranken be-
wiesen werden kénnen, wobei [|6)(7)| durch das diskrete Analogon 7[6,|| zu ersetzen
ist ([113], [81]). D. h., bei Diskretisierung eines DA-Systems vom Stérungsindex m wer-
den kleine Stérungen 6, (Rundungsfehler, Abbruchfehler) i. allg. mit dem Faktor
verstarkt (A bezeichnet die Integrationsschrittweite).

1
m—1

Einer der Schwerpunkte dieses Kapitels ist es, fiir DA-Systeme von héherem Index diesen
Zusammenhang zwischen Fehlerschranken fiir die analytische und die numerische Losung
zu untersuchen. Wir beschranken uns dabei auf DA Systeme, von denen aus der Lite-
ratur bekannt ist, daB sie durch die direkte Ubertragung von Verfahren aus der Theo-
rie der gewShnlichen Differentialgleichungen zufriedenstellend geldst werden kénnen. Die
Storungstheorie profitiert in vielen Fillen von Ideen, die von Hairer, Lubich und Roche
([81]) in Konvergenzbeweisen fiir Runge Kutta Verfahren entwickelt wurden.

Insbesondere fiir die numerische Losung bendtigt man moglichst detaillierte Kennt-
nisse {iber die Fehlerfortpflanzung und -verstarkung wahrend der Integration, der Begriff
,Stérungsindex m* ist hier zu grob. Fehlerabschitzungen

¢ sollen berficksichtigen, dal man sich in verschiedenen Anwendungen auf Stérungen
§ von spezieller Struktur beschrinken kann',

!Deuflhard und Bornemann [50, Abschnitt 3.1.3] fiihren hierfiir den Stérungsindex beziiglich einer
Familie von Stérungen ein.
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e sollen fiir jede der Losungskomponenten méglichst scharfe Schranken angeben und

e sind praktisch nur brauchbar, wenn die Konstante C' in (2.6) nicht zu grofs ist.

Beispiel 7 a) Gegeniiber dem Abbruchfehler bei der iterativen Losung nichtlinearer
Gleichungen sind Rundungsfehler beim Auflésen linearer Gleichungssysteme haufig ver-
nachléssigbar. So treten z. B. in der Schaltkreissimulation bei ladungsorientierter Modellie-
rung DA—Systeme auf, fiir die ein Teil der Zwangsbedingungen explizit nach differentiellen
Variablen auflésbar ist (im Beispiel: nach den Ladungen Y [77]). Fiir m =1 und m =2
zeigt Giinther ([77, Abschnitt 2.4]), daf sich solche Systeme numerisch wie DA Systeme
vom Storungsindex m — 1 verhalten kénnen, obwohl ihr nach Definition 4 bestimmter
Storungsindex m = 1 betragt.

b) Fiir Systeme in Hessenbergform ist die Schranke (2.6) i. allg. scharf fiir die algebra-
ischen Losungskomponenten. Konvergenzbeweise fiir numerische Verfahren zeigen, dafl
der Einflu} kleiner Stérungen auf die differentiellen Losungskomponenten sehr viel gerin-
ger ist (vgl. z. B. [81]).

¢) Wendet man die Linienmethode zur Losung partieller Differentialgleichungen mit al-
gebraischen Nebenbedingungen an, so entstehen durch Semidiskretisierung differentiell-
algebraische Systeme (1.1) , die von der Ortsdiskretisierung abhéngen. I. allg. hingt dann
auch die Konstante €' in (2.6) von der Ortsdiskretisierung ab, die Fehlerschranke ist hier
nur aussagekréftig, wenn C' fiir feiner werdende Ortsdiskretisierung beschriankt bleibt.

Verbesserte Fehlerschranken fiir einzelne Losungskomponenten setzen eine speziel-
le Struktur des DA-Systems voraus. Zur Vereinfachung der Notation beschrinken wir
uns hier auf Index-2- und Index-3-Systeme in Hessenbergform; ahnliche Abschatzungen
konnen jedoch auch fiir Systeme mit komplizierterer Struktur bewiesen werden ([14], [15]).

Das Kernstiick der Stérungstheorie sind die Fehlerabschitzungen fiir Index-2-Systeme
([28], vgl. auch [10]). Neben den Satzen 3 und 5, die zeigen, daB die Empfindlichkeit der
differentiellen Komponenten gegeniiber Stérungen entscheidend von der Nichtlinearitat
des Systems abhangt, illustrieren in Abschnitt 2.2 verschiedene Beispiele den Zusammen-
hang der Abschatzungen fiir die analytische und die numerische Lésung.

Auch fiir Index-3-Systeme bestimmt die nichtlineare Kopplung der Lésungskomponen-
ten die Grofe der Fehlerschranken fiir die differentiellen Komponenten, Abschnitt 2.3 fafit
hierzu die Ergebnisse von [13], [17] und [20] zusammen. An 2 Fallstudien wird schlieBlich
in Abschnitt 2.4 die Bedeutung der Gréfle von C' in (2.6) diskutiert ([19]).

2.2 Fehlerschranken fiir differentiell-algebraische Sy-
steme vom Index 2 in Hessenbergform

In diesem Abschnitt wird die Empfindlichkeit der Losung von Index-2-Systemen

y'(t) = [fly(h),=(1), (t€[0,T]),
0 = gw®), y(0)=yo, 2(0) ==z
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gegeniiber kleinen Storungen untersucht und an verschiedenen Beispielen illustriert. Wir
setzen dabei stets voraus, daBl (2.7) eine hinreichend oft stetig differenzierbare Losung

y:[0,7] —R"™, z:[0,7] = R™ hat und daB in einer Umgebung
U={(1,0) : [ln—yOI <Ay, I€—=2(1)]| <A, fiireint € [0,77}

dieser Losung die Funktionen f und ¢ definiert und hinreichend oft stetig differenzierbar
sind (A, A, > 0).

Bemerkung 5 a) Im Unterschied zur Theorie gewéhnlicher Differentialgleichungen ist
es 1. allg. nicht sinnvoll, sich auf kleine Umgebungen U der Losung zu beschrianken: Ist
/ linear bez. z, so sind f(n,(), g(n) auch dann auf ganz U definiert, wenn A, beliebig
grof ist. In diesem Fall sind f(n, (), fy(n,C), -.. nicht gleichméBig beschrankt, wenn man
beliebige (n,() € U betrachtet. Wir setzen deshalb nicht fiir alle (n,() € i , sondern
nur fiir alle Punkte (n,z(t)) € U voraus, daB f, g und die Ableitungen dieser Funktionen
durch eine Konstante L = O(1) beschrankt bleiben und daf} die Index-2-Bedingung

l95/-1(n, =(1)) ist regulér , |[([gy/-1(n, 2(1))) 7] < L < o0 (2.8)

erfiillt ist. SchlieBlich sollen die Ableitungen von f, fiir alle (n,() € U beschrankt sein
durch

1oz O < Lyl fezm Ol Sy (0 €U) (2.9)
mit einer Konstanten p < L.
b) Ist f linear bez. z, soist p =0 . Ein typisches Beispiel fiir Systeme (2.7) mit 0 < p < 1
ist die in Abschnitt 3.1 betrachtete Gear-Gupta-Leimkuhler-Formulierung (3.6) von
Modellgleichungen fiir mechanische Mehrkorpersysteme, in denen kleine Reibungskréfte
ol |2 - (g, q") wirken. Hier bezeichnet Fy := —GT(q)\ die Zwangskrifte und ¢ eine
von den Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten abhingige Funktion; der Parameter pq
ist der Reibungskoeffizient. In der Notation (2.7) hat f fiir diese Modellgleichungen die
Form f(y,2) = fo(y) + poz" fr(y)z - f2(y) + fa(y)z , die Lagrangeschen Multiplikatoren A
sind Teil der algebraischen Variablen z. Es gilt also ¢ = O(uo) in (2.9) und die Vorausset-
zungen von a) sind mit A, = O(1) erfiillt. Fiir 4 — 0 konvergieren die Fehlerschranken
der Sétze 3 und 5 gegen die entsprechenden Abschétzungen fiir Systeme, die bez. z linear
sind (und fiir die deshalb p =0 gilt).

Bemerkung 6 In der Literatur werden verbesserte Fehlerschranken fiir die differentiellen
Komponenten y in (2.7) im Zusammenhang mit dem Konvergenzbeweis fiir implizite
Runge-Kutta—Verfahren angegeben. Hierzu wird (2.7) entlang der analytischen Losung
(y(t),=(t)) linearisiert ([81, Satz 4.4]). Durch die zusétzliche Beriicksichtigung von Termen
2. Ordnung (f..) gelingt es in den Sdtzen 3 und 5, optimale Fehlerschranken fiir y zu
beweisen. Die Beweise der Satze 3 und 5 sind nicht nur wegen der Terme hoherer Ordnung
technisch aufwendig, sondern vor allem auch wegen der schwachen Voraussetzungen an
die Groéfle der Storungen im DA System.

Die Beschrankung auf autonome Systeme (2.7) dient der Vereinfachung der Schreibweise.
Die Ergebnisse lassen sich unmittelbar auf nichtautonome Systeme tibertragen (durch die
iibliche Erweiterung des Systems um die Differentialgleichung ¢’ =1 ).
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2.2.1 Die Sensitivitit der analytischen L&sung gegeniiber klei-
nen Storungen

Zum DA-System (2.7) seien nun Funktionen (§(t),2(¢)) gegeben, fiir die

§'(t) F@@),20) +6(1), (L€[0,T]),
o) = g(i(t)), §(0)=do, 2(0) =%

mit Residuen § € C°([0,T]) und 6 € C*([0,T]) gilt. Aus der Literatur ([81, S. 4], [84,
S. 4591]) ist bekannt, daB (2.7) den Storungsindex 2 hat, es gilt

19() =y @I+ 12(t) = =Dl < (7( [0 = woll + 6]l coqgo.m + ||0”C'1([0,t])) (2.11)

mit einer von den Storungen unabhéngigen Konstanten C' sofern die rechte Seite in (2.11)
hinreichend klein ist.

Il
~
=

(2.10)

Fiir das Beispiel linearer Systeme (2.7) mit konstanten Koeffizienten konnen die Dif-
ferenzen §(t) —y(t) und 2(¢) — z(¢) explizit angegeben werden ([28, Beispiel 1]). Man
erkennt, daB die Abschitzung (2.11) fiir die algebraischen Komponenten z scharf ist.
Insbesondere kann 2(t) — z(t) auch dann beliebig groB werden, wenn |[|6]|cojo,ry) und
[10]lcoro,z7) sehr klein sind, z hangt (beziiglich || - [|co) nicht stetig von Stérungen 6 der
algebraischen Gleichungen ab.

In die differentiellen Komponenten y geht dagegen der kritische Fehlerterm 6 nicht
direkt, sondern nur iiber die Kopplung mit z ein. Der tatsachliche Einflul von 6" auf y ist
deshalb sehr viel geringer als in (2.11) angegeben und héngt insbesondere von der Struk-
tur von f ab. Satz 3 gibt scharfe Fehlerschranken fiir die differentiellen Komponenten,
die die Struktur von f beriicksichtigen. Hierbei wird das Residuum §(¢) aufgespaltet in
&(t) = P(t)6(t) + (I — P(t))6(t) mit der Projektorfunktion

P(1) =1 = [[:(9,0:) " 90y (1). (1)) - (2.12)
Die Funktion P( ) plojizielt Vektoren n € R"™ auf den Tangentialraum der Mannig-
faltigkeit {7 : =0} im Punkt y(¢) ([81, S. 35]), d. h., P(¢)é(¢) ist die Projektion

von 6(1) in diesen Tangentlahaum
Um (§(t),2(t)) €U, (t € [0,7]) zu garantieren, wird in Satz 3 vorausgesetzt, daB
7iD(t) hinreichend klein ist. Dabei ist

D(t) := [[éllcoqo.g + 1]l o) (2.13)

und 77 :=p + 3=, d. h.,in praxiist i. allg. 7= O(u) (vgl. Bemerkung 5b); fiir Systeme,
die linear in z sind, wird f:=p =0 gesetzt.

Satz 3 a) Es gibt eine Konstante C, so daf fir alle Funktionen (,2) mit (2.10),
6eCol0,1]), 0€CH[0,T]) und ||§]|coqoay < Cs die Abschitzung

130 = 501 < € (o —soll + [ P+ 10llcoqoay + Wlleoguay - DO + D)) (2:14)

mit T
/P5 = ma\ I P(w)é(w) dw||
Jo

T€[0,t]
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fir alle t € [0,T] erfillt ist, wenn pD(t) und die rechte Seite in (2.14) hinreichend klein
sind (C ist unabhdngig von y, 2, p und den Stérungen 6 und 0 und wird i. ally. durch L,
T und Cs bestimmt).

b) Ist f(n,¢) = foln) + f--C und [, = const, so gilt (2.1}) mit D(t):=0.

Beweis a) Zum Beweis von Teil a) wird das Lemma von Gronwall auf

v(t) == ®(j(t)) — B(y(t) mit  B(y) =1 — [L(9,F:) " g](n,2(1) (2.15)
angewendet. Hierbei setzen wir zu Beginn zusatzlich voraus, da$ fir alle 7 € [0,¢] C [0,7]
gilt . X X

19(r) =yl + pll2(7) = =2(l < v [12(7) =2l <A (2.16)

mit einer hinreichend kleinen positiven Konstanten 5. Den Nachweis, dal (2.16) stets
erfiillt ist, wenn @D(t) und die rechte Seite in (2.14) hinreichend klein sind, fithren wir
am Ende von Beweisteil a).

Es gilt g
v(t) = v(0) —I—/ —o(7)dr (2.17)
o dT
und
d 0

EU(T) = %(1)(7))!)'(7)*a[(.fz(gyfz)’l)(!)sS)](g(!))~5'(/’))*‘Pn(y(f'))y'(f)
(I = 1/-(guf=)" g5, 2))i (T)*%(fz(gyfz)*l)(.r),:)](g(f),.v)’(r))+
+0(|I0(7)H)f P(r)y'(7)
0

(denn ¢(y(7)) =0 und g(g(7)) = 0(7) ). Seien ¢y = dir(y,z) die Elemente der Matrix
[f-(gyf-)"Y(y, 2) , dann ist der in (2.18) verwendete Tensor definiert durch die Darstellung

Sl ) (226"”‘“;])”], (2.19)

i=1 k=1

(2.18)

die fiir beliebige Vektoren ¢ = ((x)r € R™ und n = (1;); € R™ gelten soll.

Da wir im Unterschied zu den klassischen Abschatzungen in [81], [84] nicht voraussetzen,
daB §'(7) = f(9,2) + 6(7) durch eine Konstante der GréBle O(1) beschrankt ist, elfmdelt
dieser Term besondere Aufmerksamkeit:

g(r) = f@.2) + L0,2)(2 = 2) + [, 2) = [, 2) = fo(5,2) (2 = 2) + 8(7)

= J2)+ 10 )(;*5)+0(/’)H5*~”||2+5(T) (2.20)

(dies folgt aus ||W(1) — ¥(0) — = Hfo '(0)) d¥|| < $maxyeqq ||W"(9)]
fiir die Funktion W( ) = f(9,= ( z))). Wegeu (Z 20) gilt

7'(1)=0(1) + O()[[2(r) = =(7)l| + O(ls()]]) , (2.21)

(r— [fz(gyf:)’lgy}(z%Z))ﬁ’(f’) =
(I = [f=(gyf) " )5, 2)) (S (3, 2) + 6(7)) + O(u) |2 — 2| ,
= P(T)f(y-5)+P(")5 )+ O +[I8(r)IDNlg = wll + Ow)llz = 2[*  (2.22)
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und J
V) = Lylie) = a0
= 19,119, 2) + 9o f-](5, 2)(2 = 2) + O(u) |2 = 2I* + 9, (9)8(7) -
Mit (2.16) ist ul|z2 — 2]|* < ||2 — z|| , so daB diese Gleichungen wegen der Index-2-Bedin-
gung (2.8) nach £ — = aufgeldst werden konnen:

2(1)==(r) = O (|9 1@, DNHNSO)NH0(D)I) = O (IG(7) =y (T) |+ D(7)) , (2:23)
denn [g,f1(5,2) = [95/1(y,2) + O(D)||§ — yl| und [g,f1(y,2) = g,(y)y' = 1=9(y(7)) = 0.

Deshalb ist in (2.22) der Term |2 — z||* beschrinkt durch

pllz =201 = OGllg — ylI* + O(uD(r)) i — yll + O(uD(7)*) = O(L) |5 — yll + O(uD(7)?)
(2.24)
denn [|[§j—y|| <y <1 und #D(r) < 1.

Setzt man (2.23) und (2.24) in (2.21) bzw. (2.22) ein, so folgt in (2.18)

%U(") = P(1)8(r) + O)(I[g = yll + 10(~)]| + [0(r)]| - D(7) + uD(7)?) .
Dieser Ausdruck und
i) —y(7) = v(r) + O()|lg(G(7))|| = v(r) + OL)[[6(7)]|

werden in (2.17) verwendet, um mit dem Lemma von Gronwall die Abschdtzung (2.14)
zu zeigen, wobei die Konstante (' unabhéngig von der Konstanten 4 aus (2.16) ist.
SchlieBlich wird mittels vollstandiger Induktion bewiesen, dafl unter den Voraussetzungen
des Satzes stets die Abschitzung (2.16) gilt: Hierzu bezeichnen wir mit err, die rechte
Seite von (2.14) fiir ¢ = T'. Sei nun die Abschatzung (2.16) erfiillt fir 7 € [0,¢] C[0,T].
Dann gilt wegen (2.14) und (2.23)

[9() = y(Oll + ull2(t) — 2Ol < C*(erry + pD(t))

erry 1
e D(t)) .

et D)
mit einer Konstanten C*. Sind err, und 7D(t) so klein, daB C*(err, + pD(T)) < ~/2
und C*(F* + - D(T)) < 1/2 ist, dann gibt es also wegen der gleichmifigen Stetigkeit
von y, z, §, 4 eine (von ¢ unabhingige) Konstante A, >0, so daf (2.16) auch fiir alle
7€ [0,t+ AJNJ0,T] erfilllt ist. Hieraus folgt (2.16) sukzessive fiir alle 7 € [0,7] .

b) Zum Beweis von b) wird die Fehlerfortpflanzung in der Projektion ®(¢,7):= P(t) -y
untersucht. Wegen

[2() == < A.-C%(

1
/ gy +90 =) —y)dd =g(y+1-(n—y))—gly+0-(n—y)) =gn)
0
gilt in einer Umgebung der exakten Losung

P(t)(n—y(t) =n —y(t) = [f-(g,.f2) M (y(1)) -
: (/0 (95(y) = g, (y + 0 — )V - (n —y(1)) + 9(77))

(2.25)
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und man erhalt fiiv ®(¢,n) — ®(¢,y(t)) = P(t)(n —y(t)) die Abschitzung
[@(t,) —@(t,y()] = [ln =yl + Oln = y(O)*) + OUg()l]) - (2.26)
AuBerdem folgt aus P(t)f. = (I — [f-(g,f-) " g,](y(1)))f. =0 die Identitét
(@, L](t,n) =0, (2.27)

so daB die totalen Ableitungen von @(¢,y(¢)) und ®(t,9(t)) beziiglich ¢ nicht von den
algebraischen Komponenten =z abhdngen. Verwendet man

und @, (7,9)6(7) = P(7)é(7) , so folgt die Behauptung analog zum Beweisteil a).

Bemerkung 7 Die gegeniiber (2.11) verbesserten Fehlerschranken fiir y sind wesentlich,
weil wihrend der Integration von £ =0 zu ¢=7 nur in diesen Komponenten Feh-
ler iibertragen werden. Die Komponenten z sind durch 0 = %g(y(t)) =[g,f1(y,z) be-
stimmt. Wie im Konvergenzbeweis fiir implizite Runge-Kutta—Verfahren in Hairer et al.
([81]) wird die Fehlerfortpflanzung nicht nur separat fiir differentielle und algebraische
Komponenten betrachtet, sondern auflerdem innerhalb der differentiellen Komponenten
getrennt nach Anteilen tangential zur Mannigfaltigkeit {7 : ¢g(n) =0} (also in der Pro-
jektion P(¢)(g(t) — y(t)) ) und orthogonal zur Mannigfaltigkeit (diese Komponente ist
durch g¢(g(t)) = 0(t) bestimmt). Wahrend jedoch in [81] f(§, 2) entlang (y. z) linearisiert
wird, erlaubt die (beweistechnisch aufwendigere) Linearisierung von f(7, ) entlang (7, 2)
im Beweis von Satz 3 den Nachweis von (scharfen) Fehlerschranken fiir y nicht nur fiir
Systeme (2.7) mit g = O(1) , sondern auch im Fall 0 <p <1 .

Obwohl die Fehlerschranke in Satz 3 deutlich kleiner ist als (2.11), werden die Komponen-
ten y i. allg. trotzdem von Ableitungen der Stérungen 6 beeinfluBt (vgl. Abschnitt 2.2.3).
Nur fiir Systeme (2.7) mit sehr spezieller Struktur hangen die Komponenten y stetig von
Storungen im System ab. Neben Satz 3b zeigen wir ein solches Ergebnis fiir Systeme (2.7),
die linear bez. z sind und fiir die die Zwangsbedingung eine Hyperfliche {7 : ¢g(n) =0}
definiert. Im Unterschied zu Satz 3 hat dieses sehr spezielle Ergebnis kein Gegenstiick fiir
die numerische Losung (vgl. Beispiel 10).

Folgerung 1 Die differentiellen Komponenten y hdngen stetig von kleinen Stérungen
des Systems (2.7) ab, wenn f bez. z linear ist (d. h. f(n,¢) = fo(n)+ f-(n) ¢ ) und der
algebraische Teil von (2.7) aus einer skalaren Gleichung g =0 besteht (d. h. n, =1 ).

Beweis Zum Beweis betrachten wir eine von Wensch ([161]) in anderem Zusammen-
hang eingefiihrte Funktion @ : R"™ — R™ | die definiert ist durch ®(7) := 7(1;7) , wobei
n(¥;n) die Losung des Anfangswertproblems

) = ~Ulonf) 05 0) - gn) . (€ [0.11), (0 0) =
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bezeichnet. Man kann zeigen, dafl ® in einer Umgebung der analytischen Losung von (2.7)
wohldefiniert ist und die Bedingungen (2.26) und (2.27) erfiillt, so daB die Behauptung
wie im Teil b) des Beweises von Satz 3 folgt.

Der Nachweis von (2.26) und (2.27) wird in [28, Folgerung 1] gefiihrt, er ist technisch

aufwendig und nutzt insbesondere die Voraussetzung n. =1 explizit aus. -

2.2.2 Die Sensitivitit der numerischen Ldsung gegeniiber klei-
nen Stérungen

Die Fehlerschranken (2.11) und (2.14) fiir Index-2-Systeme enthalten |0|/c: und unter-
scheiden sich deshalb prinzipiell von der klassischen Stérungstheorie fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen (Satz 2). Als Gegenstiick zu den Termen |[|0]|co||0]|cr + 1]|0]/2.
bzw. ||0]|cx in (2.14) und (2.11) erwarten wir daher fiir die numerische Losung ne-
ben dem Diskretisierungsfehler und Fehlern der Grofenordnung von 6 := max, ||6,] und
0 := max, ||0,,|| einen (gegeniiber der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen)
zusdtzlichen Fehlerterm O(0 - %0 + ;1(1170)2) in den differentiellen Komponenten y und
O(#0) in den algebraischen Lésungskomponenten z (unabhiingig vom konkreten Diskre-
tisierungsverfahren). Hier bezeichnet i die Integrationsschrittweite und §,, und 6, die im
n-ten Integrationsschritt auftretenden Stérungen im differentiellen und im algebraischen
Teil (Rundungsfehler, Abbruchfehler bei der iterativen Lésung nichtlinearer Gleichungen

usw. ).

Beispiel 8 Um den quantitativen Einflufl von Stérungen zu verdeutlichen, werden BDF
mit konstanter Schrittweite A auf das nichtautonome Index-2-System

1. ,
o= Ayl -yl e+ 5L po)(\/1 -y - 2)
v = (g2 +2(1 = po)(1 = i) + 2p02%)2
0 = 4dy;+ys—6sint , t€]0.5,1]

angewendet, die Anfangswerte entnimmt man der exakten Losung yi(t) = sint , y2(t) =
2sint, z(t) = cost (der Parameter yiq bestimmt die GréBe von p in (2.9), p = O(po) ).
Waéhrend alle anderen Berechnungen in IEEE extended—Arithmetik (10 Byte, Maschinen-
genauigkeit < 107*) ausgefiihrt werden, wird in den algebraischen Gleichungen kiinstlich
eine Storung eingefithrt, indem man sin¢ nur mit einfacher Genauigkeit (4 Byte) berech-
net (damit sind die Stérungen in den algebraischen Gleichungen von der Gréfenordnung
0==6- fsing](‘ ~ 1.81077 )

Abb. 2.2 zeigt links fir po =1 den maximalen Fehler des impliziten Eulerverfahrens
(d. h. der BDF mit k£ =1 ) in den Komponenten y; (,+%) und z (,,0), jeweils aufgetra-
gen gegeniiber h. Je nach Grofle von h dominieren die Diskretisierungsfehler O(h) oder
die zusitzlichen Fehlerterme O($50%), O(+0), wegen der logarithmischen Skaleneinteilung
haben die Graphen deshalb die Anstiege +1, —2 bzw. —1. Wiederholt man beginnend mit
ho = 0.1 die Integration fiir immer kleineres h, so reduziert sich zunéchst der Gesamt-
fehler sowohl in y als auch in z (Bereich A), dann nur noch in y (Bereich B) und schliefilich
wachst der Gesamtfehler sowohl in y als auch in z rasch an. Dabei wiachst der Fehler in y
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Abbildung 2.2: Gesamtfehler bei Anwendung der BDF auf ein Index-2-System (vgl. Bei-
spiel 8).

schneller, bleibt jedoch trotzdem deutlich kleiner als der Fehler in z (Bereich C).
Qualitativ gleiche Ergebnisse erhélt man fiir Verfahren hoherer Ordnung: Abb. 2.2 zeigt
rechts neben den Ergebnissen fiir das Eulerverfahren (,+“ und ,0“ wie oben) die ent-
sprechenden Graphen fiir BDF 2. Ordnung (,,*“). Der Diskretisierungsfehler hat hier die
GréBenordnung O(h?) (entspricht in Abb. 2.2 Geraden mit Anstieg +2), er ist sehr viel
kleiner als fiir das Eulerverfahren. Die zusétzlichen Fehlerterme sind jedoch fiir beide Ver-
fahren nahezu identisch.

Durch Variation von pg wird schlieBlich die Bedeutung der Struktur von f fir die Grofle
des Fehlers in y deutlich: Abb. 2.3 auf S. 30 zeigt fiir verschiedene po die Fehler des im-
pliziten Eulerverfahrens in den Komponenten y; und z. Fiir grofie Schrittweiten A iiber-
wiegt der Diskretisierungsfehler, die Groe des Diskretisierungsfehlers variiert geringfiigig
mit der GroBe von pg. Fiir kleine Schrittweiten A ist der Fehlerterm in den algebraischen
Komponenten z, der in der Abschétzung (2.11) dominiert, weitgehend unabhéngig von .
Dagegen ist der zusatzliche Fehlerterm in y fiir kleines 1o sehr viel kleiner als fiir po =1 .
Ist das System linear beziiglich =z (d. h. po =0), so iiberschreitet der Fehler in y selbst
fiir sehr kleine A nicht die Grofie der Storungen 6 (vgl. jedoch Beispiel 10 fiir ein Index-2-
System (2.7) mit x =0, in dem der sehr kleine zusétzliche Fehlerterm O(0 - +6) auch
numerisch nachgewiesen werden kann).

Der Einflul von Storungen auf die numerische Losung von Index-2-Systemen wird
in der Literatur im Zusammenhang mit der Untersuchung der Konvergenz von Diskre-
tisierungsverfahren betrachtet (vgl. z. B. [39], [81] und Abschnitt 3.2 der vorliegenden
Arbeit). Dabei ist es iiblich, Stérungen der Gréfienordnung & = O(h) und 8 = O(h?)
zu betrachten. In Abb. 2.2 ist diese Voraussetzung nur im Bereich A erfiillt.

Dagegen ist der unten angegebene Satz 5 das direkte Analogon zu Satz 3 und er-
klart vollstindig das Verhalten des Gesamtfehlers in den Abb. 2.2 und 2.3. Dabei ist der
Nachweis dieser Fehlerschranken wegen der Details der Diskretisierung beweistechnisch
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Abbildung 2.3: Gesamtfehler des impliziten Eulerverfahrens in Abhéngigkeit von der Kon-
stanten g aus (2.9) (vgl. Beispiel 8).

noch aufwendiger als in Satz 3, weshalb wir uns in diesem Abschnitt auf das implizite
Eulerverfahren beschrinken. Die Ubertragung der Ergebnisse auf mehrstufige implizite
Runge-Kutta—Verfahren ([10]) und auf BDF ([15]) ist moglich.

Das implizite Eulerverfahren

Ynt1 — Yn

h = f(yn+172"+1) (228)
0 = g(yn+1)
wurde erstmals von Gear ([70]) auf DA-Systeme angewendet, es hat — wie bei der In-

tegration von gewéhnlichen Differentialgleichungen  die Konvergenzordnung 1 ([104]).
In jedem Integrationsschritt ist ein nichtlineares Gleichungssystem zu losen, das unter
der Voraussetzung [|g(y.)|| + ~ll[gyS](¥ns 20)|| = O(h?) lokal eindeutig die Vektoren y,,11
und z,41 bestimmt ([81, Satz 4.1]). Mit den Voraussetzungen aus Bemerkung 5 kann ein
ahnliches Ergebnis auch unter schwécheren Bedingungen an (y,, z,) bewiesen werden:

Satz 4 Gegeben seien (Y, z,) mit

A
A, , A4+1u—<Ag

ln =yl + pllza = 2(E)l <7 Nlon = 2(t)]] < 5

l\./l»-

und A= ||g(yn)| + 29y f1(Yn, 20)|| - Sind die (positiven) Konstanten hg, Ao und v hin-
reichend klein, so ist (2.28) fir alle h € (0, ho| (lokal) eindeutig nach (yny1,2nq1) auf-
losbar, und es gilt

) A .
Hyn-H - UnH < ChA(h + A) ) H:n-*-l - :nH < Chalh + F) (2-29)

mil einer von h, A, y und (y,., z,) unabhingigen Konstanten Cpa.
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Beweis Zum nichtlinearen Gleichungssystem (2.28) induziert das vereinfachte Newton-

verfahren mit der Matrix L
— ( E] 7fz(yn~5n) )
gy(yn) 0
eine Fixpunktabbildung

(1) motweim (2) - (Homml )
L0 .

In Teil a) des Beweises wird gezeigt, daB fiir den Startwert y© :=y, =z, das
Inkrement des ersten Newtonschritts durch

n 1 <
Hé(ynagn) - (i ) Ho S ECI(II‘I'A) (230)

beschrénkt ist. Hier bezeichnet €4 eine von h und A unabhéngige Konstante und || - ||~
eine geeignet skalierte Norm. Beziiglich dieser Norm ist fiir alle

(y:2) €Un:={(y,2) : |y —wall +ollz =zl < Co(h + A)} (2.31)

die Kontraktivititsbedingung ||9'(y, z)||, < 5 erfiillt (Teil b) des Beweises), so daf die
Folge der Newtoniterierten wegen (2.30) in U, verbleibt und gegen eine Lésung von (2.28)
konvergiert, die in i, eindeutig ist (Banachscher Fixpunktsatz). (AuBerdem wird nach-
gewiesen, daf die Abschatzungen (2.29) fiir alle (y.z) € U, erfiillt sind.)

a) Zum Nachweis der Regularitdt von J wird zunéchst die Regularitiat von [g,f.](yn, 2n)
gezeigt: wie im Beweis von Satz 3 (vgl. (2.20) und (2.23)) folgt

Fns ) = Fyns 2(t0)) + Fo(yns 2(8) (20 — 2(1)) + O(p)llzn — 2(La)]*
loa =2t = Ol = y(ta)ll+ Ollgu Vv, 20l = Oy =yt + O
Jnoza) = S =(0) + Oz = 2(6)] = O(1) + O

2

und

[gyfz}(ynv:n) = [gy.f:}(ynvZ(tlz))+o(/l)Hgnfz(tn)“ = [gny](y(tn)v:(trz))+o(7)+o(ﬂ%A)v

d. h., [9y/:)(Yn, 2n) ist regulér, falls v und Ao hinreichend klein sind. Das Inkrement
B(Yn, 20) — (T, 25)T des ersten Newtonschritts 1d8t sich deshalb schreiben als

»*n

7‘]—1(7./‘(?}7“571)) _ (’1(1 :[[fz(gyfz)’lgy](ym:n)) [%f( 9u.f=) 7 1 (Yns 20) ) (f(ymsn))

9(yn) (99F2)7" 9] (Yns 2) [(95.f:)7" 1 (Yns 2n) —9(yn)
und kann in der skalierten Norm

Il o= Iyl [l=]] it h 13
- i= - g =h+ -
ylla + o , mit o i T
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durch

v Yn _ O(h) + O(A) + O(1)lg ()l <o
1205, 20) ( )”””( O(1)(Hg(yn )H+|I[gyf](ymsn)H))HZSZGUJFA)

abgeschatzt werden, denn

A h

o Ut A

—— JA<A+h (2.32)
(In der Definition von o bezeichnet M eine (grofie) positive Konstante, die von 2, A und p
unabhangig ist und am Ende des Beweises geeignet gewahlt wird.)
b) In U, ist die Abschatzung (2.29) mit Cha = C1(2 4+ M) erfiillt, denn dort gilt
ol|lz = zp]l2 < Ci(h + A) (vgl. (2.31)) und

h+A h A A A_A

=_+_-= ==
o ot h(u+lz) P h + Mh .

Insbesondere ist fiir hinreichend kleine v, hg und Ag stets U, C U , denn
A A
Iz =zl < Caa(h + ) < Cha-ho+ A, Cm— — < Cha-ho+ A, - Cralp < A

und damit ||z — z(¢,)|| < A, .D.h.,inlf, sind f, g und die Ableitungen dieser Funktionen
wohldefiniert. ks gllt

(y,z) = J(J - ( }TII—fy(yw“) —f:(y.2) ))

94(y) 0
_ ( O(h) O(1) ) ( Fw,2) oy, 2) = foYn, 20) )
o) O(%) 9y(Yn) — 9y (y) 0
und mit den abkiirzenden Bezeichnungen 6, := ||y — y,| . 6. := ||z — z,|| erhdlt man

9y, )l

(! o) owa (1 )

_ 0<h)+0< )+ O(1)(8, + h.) (%)(a +/15) o
O(a) +O(a - )+ O(5)(6, + hé.) O(1 ’

denn
Ty, 2) = iy, 2(ta)) + O)(||z = zul| + [z — 2(ta)[]) = O(1) +O( A)+O)|lz =z -

Die Konstanten in den O(.) Termen hangen dabei von der Konstante L aus (2.9) ab, sind
aber von h, A, M und p unabhéngig.
Wegen g <1, (y,z) €U, und (2.32) ist ||®'[|, beschrankt durch

[9l, = O(a)+ O(h) + O(A) + O(a + h + p)||z — 2|
O(o) + O(h) + O(A) + O(M(h + p)(h + %)) .
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Wahlt man nun eine hinreichend grofie Konstante M, so ist fir kleine A > 0 der durch
O(o) abgeschatzte Term kleiner als 1/4. Anschlieflend konnen hg und Ag so bestimmt
werden, daf} ||®’]|, < % ist. Damit ist Satz 4 bewiesen.

Wie in Beispiel 6 erfiillt die auf dem Computer berechnete Losung (§,,%,) die Glei-
chungen (2.28) nicht exakt, sondern mit (kleinen) Residuen 8,11, Opt1:

Ynt1 — Yn

A = [(Jnt1, Zng1) + Ongr »

(2.33)
0n+1 = g(?jz#l)'

Bemerkung 8 Fehlerabschitzungen fiir ||§, — .|| kénnen nur dann angegeben werden,
wenn (¥n,2,) und (§,,2,) in der Umgebung von ein und derselben analytischen Losung
von (2.7) verbleiben. Y
So haben die Gleichungen (2.28) fiir das Beispiel
vityi=1
(1) = =2z, yy(t) = =2z, i +yy =1 Yntl

neben der Loésung y,4+1 = ¥Yn, Znt1 =0 eine zweite
Losung 41 = —Yn , Znpr =5 (falls y2, +y2, =1, Y1
vgl. Abbildung). Schranken fiir ||§,41 — y,41|| konnen

deshalb fiir 9,41 in einer Umgebung von ¥,,+1, aber nicht /
fiir §,41 in einer Umgebung von 7,41 gefunden werden. Yni1
Als Gegenstiick zur Stetigkeit von (7(t),2(t)) in Satz 3 wird die Stérungstheorie deshalb
auf Folgen (y,,2,) beschrankt, fiir die es unabhéngig von h, 8, 6 und yx eine Konstante
Cra gibt, so daB

[Gne1 = 0l < Cralh+ [lg(Ga)ll + Rlllgy S1( Gy 20) || + 26 +0)

- - 1 - PO 1 (2.34)
1241 — 2l < CRalh + g lg(@a) | + Mgy S (G, 2l + 6 + 30)

mit

6 1= s 6| + [0S G0r20) 0= maxe [0 + G0
gilt. Wie in Satz 4 kann man zeigen, daB es stets mindestens ein (§,41, Z,41) mit (2.33)
und (2.34) 5ibt wenn h < ho, ||9n — y(ta)|| + pllzn — 2(8)]] < vy |20 — 2(8)]] < %Az
und A* + /l— < Ag gilt und die positiven Konstanten hg, v und Ag hinreichend klein
sind. = 9@l + 2l gy F1CGas 21+ 10nga [l + AllSuga )

Be(lingung (2.34) beschreibt den Einflufl von Stérungen in einem einzelnen Integra-
tionsschritt. Nun untersuchen wir die Fortpflanzung und Verstarkung von Fehlern wéhrend
der Integration:

Satz 5 a) Es gibl eine Konstante Cy, so daf fir alle Folgen (§.,%.) mit (2.33), (2.34)
und 6 < Cs die Abschitzung

19n = yull < Co( 190 — yoll + /P6 +0+0Dy + ;:,Di) (2.35)
h
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fir alle n >0, mit nh <T erfillt ist, sofern die Schrittweite h, die rechte Seite von
(2.35) und @Dy, hinreichend klein sind. Hier werden die Bezeichnungen

n—1

1
Pé:=h P,bm hé . Dy =6+ =0
/ S [Pubuall 456 . D=8+

m=0
verwendet, dabei ist P, := P(l,) der Projektor aus (2.12). Die Konstante Cy ist un-
abhéingig von h, 6, 0 und p, hingt jedoch von L, T und Cs ab.

b) Ist f(n,¢) = fo(n)+ f.-C und f.=const, dann gilt (2.35) mit D} :=0 .
Dariberhinaus gilt in beiden Fillen fir die algebraischen Komponenten

N N 1

t = 2all < Co( g0 —woll + 6+ 70) .

Beweis Fir die Untersuchung der Fehlerfortpflanzung wird wie fiir die analytische

Losung eine Projektion von ¢, — y,, definiert:

Vm = () = Pa(ym)  mit  @u(n) == P(ym. zm)(n = [f2(90F2) " 9l (1, 2m)) - (2.36)

Dabei wird der Projektor P(ym,2zm) =1 — [f:(9,f-)" 9] (Ym,2n) entlang der numeri-
schen Losung (Y., zm) entwickelt.

Ahnlich wie in Bedingung (2.16) setzen wir zunachst zusitzlich voraus, daf fiir alle m <n

H?/m — ,’/(tm)H + ||5m - :(tm)” <7, ”[.(]yf](‘.’lvm 5771)“ <Cy-h,
NG — y ()l + pll 2 — 2(E) | < 55 Nga Sy 2| < Caly + D) (2.37)
S ()] < 2A.

gilt, und fithren am Ende des Beweisteils a) den Nachweis von (2.37). Hier sollen 4 und
C, nicht von h, D), und g abhangen, v sei hinreichend klein. Die Konstante €}, ist von
der GréBenordnung O(1) und wird spéter geeignet gewahlt (s. u.).

Unter diesen Voraussetzungen ist das Gleichungssystem (2.28) lokal eindeutig l6sbar, es
gilt ||yms1 — ym|| = O(h + Crh?) und ||zmi1 — za|| = O(h + Cph) (vgl. Satz 4), wobei
die Konstanten der O(.)-Terme von C} unabhingig sind. Ebenso folgt aus (2.34)

9m+r = gl = O(h) + O(hDy) + O(h)|[gy S (G 2l
= O(h+ Cohy+ (1 +CRD;) = O((1 4+ Cu)Vh),  (2.38)
[2msr = Zmll = O(h) +O(Chy) + O((1 + Cu)Dy)
0- ||?9m+1 - ﬁm” = O(Il)(l + Ch)(o + 0Dh) 5

denn hDj, = hé+ 0 < Csh+Vh-/0- Dy, = O(Vh) .
Das diskrete Gegenstiick zu der im Beweis von Satz 3 verwendeten Gleichung ¢,(y)y’ =0
ist

Gy (Ym41) (Ymt1 = Ym) = 9(Ym41) — 9(ym) +

1 (2.39)
+/ (gy(ymH) — 9y(Ym + D (Yig1 — ym))) AV - (Ymas1 — Ym)
0
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denn fir (V) := g(ym + V(Ym+1 — ym)) gilt T(1) — T(0) = fol U(9)dd .
Aus (2.39) folgt

l 7 1 y Y al
9y 1 (Ym1s 2mtr) = E!/y(ym+l)(ym+l —Ym) = O(Z)”ymﬂ - ymHZ =0(h+ Chhz) < Crh
(2.40)

und (ersetze Ym — Um , Ym+1 = Um+1 )
1

(90 1(ms1, Zns1) = Ollémar]) + OG- (lg(Fm)ll + lg(Fm)ID) + O lFms1 = Ginl”

O(Dy) +O((1+ Cp)*(1 + Cs + %0)(11, +hDy))
< Cu(v+ D), (2.41)

sofern man in (2.37) die Konstante (', ausreichend grofi wahlt. Dabei ist zu beriicksichti-
gen, daff h < hg und 040D, < Ag mit (von v und C}, abhéngigen) kleinen positiven
Konstanten hg und Aq gilt.

Ersetzt man in (2.39) ym — §m » Y41 — Ym » 50 folgt mit g(§m) = 0, = O(0)
(I = P(yoms 2)) (G = g | < OW)[[ G = g1 + O0) < 511G = ym || + O(9)
< 1P W 20) (G = Y|+ F1T = Pl 200)) (G — Y}l + O)
und damit [|(7 = Py, 2n)) (G = yo)[| < 0w + O(0) und
[9m = ymll < 2[lon] + O(0) (2.42)

(vgl. (2.36)). Der Fehler in den differentiellen Komponenten ist also durch einen Ausdruck
in 0 und ||v,,|| beschrankt.

Fiir die gestdrte Folge erhélt man wie zuvor in (2.39)

O dms1 = o ll* + 9ms1) = 95
9(osr) — 9(G) + O(h) (2.43)

gy(?}erl)(ngrl - ?Jm)

(vgl. auch (2.38)). Um eine Abschétzung fiir die algebraischen Komponenten zu erhalten,
betrachten wir schliellich die Differenz zwischen (2.39) und der entsprechenden Beziehung

mit Ym = Ym s Ymtl — Ymsl ©

gy(]}m+1)(ﬁm+1 - Um+1) - (g(ﬁm+1) - g(ﬁm)) - gy(ym+1)(ym+1 - le) =

0(1)(”gm+1 - Z)m” + H?/m+1 - ym“)(H!)m+1 - ym+1H + ||gm - ym”)
O(h + hDp)([[gnt1 = Ymr | + G — ymll) - (2.44)

Wie in (2.20) gilt

FGmr1s Zmg1) = [Gmars Zmar) + Lo (Gmtts Zmar) Gt — Zmg1) + O00) | Zmgr — 3m+1H2
(2.45)
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und damit auch

[gyf](?;m+17 Zny1) = [gy/](ngrla Zmt1) + [gyfz](i‘)erlv Zmg1) Emat — Zmpr) +
+ O zmar — zmaa|*

Wegen |[|zm41 — 2(tmgr)|| = O(7) + O(h) ist die Matrix (g, f-](Jm+1, Zm+1) reguldr, so
daf} diese Gleichungen nach 2,11 — 2,41 aufgelost werden kénnen, denn im letzten Sum-
manden auf der rechten Seite gilt pl|Zn41 — zms1l] = O(y) + O(h) + O(pD;) < 1. Man
erhélt die Abschéatzung

Hferl - Z“LJrl” = O(U”[gyf](:’;erlw ~%m+1) - [gyf](fngrlw 57n+1)|| -

Setzt man hier f(§mt1, 2m1) = F(Gmt1 — Gim) = Sma1 » S(Ums1s Zms1) = +(Umar — Ym)
(9 /1 Gmt15 2mt1) = (991 (Ymt1, Zmg1) + O |Jimtr — Ymga || und (2.44) ein, so ergibt sich

||,"3m+1 - 5m+1H = 0(1 + Dh)(”]}m+1 - ym+1” + Hi}m - ?ij) + O(Dh) (246)
und
lZmsr = zmia = O)([gms1 = Ymaall + 1§ — ymll) + O(uD}) (2.47)

denn ||9m — yml|l = O0y) s |gm+1 — yms1|l = O(y) + O(Vh) und die Terme wuDy und
uD? sind nach Voraussetzung klein.

Die Abschatzungen (2.39) und (2.42)—(2.47) werden zu einer Schranke fiir vy,11 — vy,
zusammengefiigt:

Um41 — Um =
= Plgmsrznss) (st = G — F00) st Zm) (9 msn) — 9(m))
— P(Ymt1: 2m+1)(Yms1 — Ym) + O(0)||9m — ym|| + O(RO) +
+ P<ynz+1~5m+1) <[f2(gyfz)71]<?:/m+1v 5m+1) - Uz(gyfzrl](!:’mv Zm))g@m) >

= Plymir: zmsn) (1= (o900 ) Gt ) Gt = ) +

100 st 2ma1) - (9ot Gt = ) = (9(Gn) = 9(5))) =
- P<ym+1azm+l)(ym+1 - ym) + O(h) Qm - ym” + (O(l)”ﬁerl - ?QmH + O<h)) 0.

Verwendet man hier die Identitat
P(Z/m+1~, 3m+1)fz(ﬁm+1~5m+1) = P(ym+1~,Zm+1)(f;(})m+1~, 3m+1) - f;(merh 3m+1))

und die Bezeichnung W(n) := P(ymi1, zmr1) (L — [f(9y f2) 7 075 2ms1)) F (75 2mg1) 5 50
ergibt sich
Vg1 = U = A(U(Gg1) = CV(Ymt1)) + AP (Yunt1, Zong1)0mt +
+ (O(A]|6mar|]) + O))[Gma1 — Y || +
+ O — Yl + OChpi)| st — Zmst||” + O(hO) + O(hODy,)
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d. h.
[vmall < Nowl + OE)Gn =yl + OEMGmsr — ysa || + Ohp) |2 — znaa | +
+ || Pbmis| + O(h%8) + O(hO) + O(hO - D) 4+ O(h)dp||6 s ]

mit dj, = ||Ym+1 — Y(Ems1)| + |Zms1 — 2(tmg1)| - In diese Ungleichung setzt man schlief-
lich die Abschdtzungen fiir ||§m41 — Ym41]| und ||Zm+1 — 24| ein und erhélt

[msall < (14O onll + bl Pl + O(R) (il || + 56 +0+ 0D+ pDi) . (2.48)

Mit Ungleichung (2.48) wird nun zunéchst die Konvergenz des Eulerverfahrens nach-
gewiesen. Hierzu betrachtet man die spezielle Folge (§,.,%.) = (y(t.),2(t,)) , so daB} &
in (2.33) der lokale Diskretisierungsfehler ist, § = O(h) und 6 = max, ||g(y(t,))]| =0,
also Dj, = O(h) . Damit vereinfacht sich (2.48) zu

[omiall = (1 + OR)lvwml + O(hS) ,

so daf} rekursiv ||v,|| = O(1)||vol| + O(6) = O(h) folgt. Mit (2.42) und (2.46) erhilt man
yn = y(tn) + O(h) . z, = z(t,) + O(h) , d. h. Konvergenz mit Ordnung 1. Ist ko hinrei-
chend klein, so verbleibt die numerische Losung (y,, z,) also fiir beliebiges h € (0, ko] in
der v-Umgebung der analytischen Lésung, so dafl die ersten beiden Bedingungen in (2.37)
stets erfiillt sind ( ||{gyf1(yn, z)|| < Crh folgt aus (2.40)). Insbesondere gilt dj, = O(h)
in (2.48).

Kehren wir nun zu beliebigen Folgen (jn, Z,) mit (2.33) und (2.34) zuriick. Setzt man
dy, = O(h) ein, so folgt durch rekursive Anwendung von (2.48)

leall = 0) (ol +/P6+ 0+0-Dy+ D} )
h

und damit auch (2.35) und die entsprechende Schranke fiir z. Wie fiir die analytische
Lésung konnen auch hier diese Abschitzungen verwendet werden, um durch vollstdndi-
ge Induktion zu beweisen, daf die zuséitzliche Voraussetzung (2.37) fiir alle m > 0 mit
mh < T erfilllt ist, wenn 7Dj und die Ausdriicke auf der rechten Seite von (2.35) hinrei-
chend klein sind. Dabei schitzt man den Abstand zwischen (9, Z,,) und der analytischen
Lésung unter Verwendung der Dreiecksungleichung ab ( g — y(tn) = Um — ym + O(R) ,
2, —2(tw) = 2, — 2, + O(h) ) und gebraucht (2.41) zum Nachweis von ||[g, f]1(FmsZn)|]
< Cu(y + Dy) . Damit ist Teil a) des Satzes vollstandig bewiesen.

b) Ist f. = const, dann gilt =0 und P(y,41.2mt1)f- =0 . Damit vereinfacht sich
Definition (2.36) zu vy, = P(Ym, 2m)(Gm — Ym) , s0 daB vy, nicht von %, beeinflufit wird.
Deshalb héangt die Fehlerschranke fiir y in diesem Fall stetig von den Stérungen ab. -
Bemerkung 9 Der Beweis von Satz 5 lehnt sich an den Konvergenzbeweis fiir implizite
Runge-Kutta—Verfahren von Hairer et al. an ([81, Satz 4.4]). Insbesondere kénnen auch
hier die Ergebnisse unmittelbar auf den Fall variabler Schrittweiten iibertragen werden,
dabei ist ]170 durch max,, ﬁ(“omﬁn + [|0m]]) zu ersetzen.

Wiahrend in [81] der Schwerpunkt auf Konvergenzuntersuchungen liegt und daneben
Abschétzungen der Form (2.35) fiir Stérungen 6 = O(h), 0= O(h?) bewiesen wer-
den (hier vereinfacht sich (2.35) zu Co(||Jo — yo|| + [, P + 0) ), konzentrieren wir uns in
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Tabelle 2.1: Schranken fiir den Einflu} von kleinen Stérungen auf die Losung von gewohn-
lichen Differentialgleichungen und von Index-2-Systemen (2.7).

analytische Losung numerische Lésung
19(2) =yl [12(2) = =(0)]] n = y(La)ll; 120 = 20l
gew. Dgl. (2.1) Cfé C(h? + [, 6)

DA-Systeme (2.7)
Komponenten y C(fPs+0] + 10| D+ uD?) | C(h?+ [, P§+ 0+ 0D, 4+ pD7)
Sllco + 10]) Clh + 8+ 10

Komponenten z C(

Satz 5 auf moglichst scharfe Fehlerabschétzungen (2.35). Neben wesentlich schwécheren
Voraussetzungen an die GréBe der Stérungen (0 - Dy, = o(1) , uD? =o(1), gD, = o(1))
wird dabei insbesondere auch die Struktur von f beriicksichtigt (sowohl fiir = O(1) als
auch fiir 0 < p < 1). Fiir den Konvergenzbeweis in [81] reicht es aus, ldngs der analyti-
schen Lésung (y(t),z(t)) zu linearisieren. Dagegen erfordert der Nachweis der verbesserten
Fehlerschranke (2.35) sowohl die Linearisierung entlang (y,, z,) als auch entlang (9, z,)-

2.2.3 Zusammenfassung und Beispiele

Die Sétze 3 und 5 sind die zentralen Ergebnisse der Storungstheorie fiir Index-2-Systeme
(2.7). In diesem Abschnitt werden die Abschdtzungen fiir die analytische und die nume-
rische Losung einander gegeniibergestellt. Beispiele zeigen, daf§ die Schranken (2.14) und
(2.35) i. allg. nicht verbessert werden konnen.

Die Sensitivitdt der Losung von Index-2-Systemen (2.7) beziiglich kleiner Storungen
wird durch den Begriff ,,Stérungsindex 2 nur teilweise beschrieben, weil die differentiellen
Loésungskomponenten y sehr viel robuster gegeniiber Stérungen sind, als die obere Schran-
ke in (2.11) angibt, und die Fehlerfortpflanzung in y dariiberhinaus von der Struktur von f
abhéngt.

Tab. 2.1 faBt die Sdtze 3 und 5 zusammen. Die Analogie der Abschatzungen zeigt,
daB es wie in der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen sinnvoll ist, die Sté-
rungstheorie zunachst fiir die analytische Losung zu entwickeln und dann auf die nume-
rische Losung zu iibertragen. Hier werden die Bezeichnungen [ ¢ = max|| [ é(w)dw| ,
J P6 =max|| [ P(w)é(w)dw|, |0 =|0]lco, D= D(t)=|8|lce +||0l|cx und [, 6=
Y, N6msll fh Ps=hY, [[Pnbmsr|| +hé6, D=6+ %0 verwendet und die Fehler
in den Anfangswerten vernachléssigt. Die Terme h?, h? und h” entsprechen dem (globalen)
Diskretisierungsfehler des numerischen Verfahrens, d. h. p =¢=r =1 fiir das implizite
Eulerverfahren.

Die GréBe des zusétzlichen Fehlerterms ||0[|co - D + uD* bzw. 0D, + uD} in den diffe-
rentiellen Komponenten héngt entscheidend von g, d. h. von || f..|| ab. In dem Spezialfall
[ = const kann in Tab. 2.1 D = D, =0 gesetzt werden.
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Bemerkung 10 Die genaue Gestalt des zusétzlichen Fehlerterms in y ist v[|0]|co D + pD?
bzw. vODy, + pD? mit v < L und || fp(n, O < v, ((n,¢) €U ) in (2.9). Der Nach-
weis dieser verbesserten Fehlerschranke verkompliziert die Beweise der Sdtze 3 und 5
noch einmal erheblich (statt (2.15) ist z. B. ®(n) := P(t)(n — [f-(g,f-) " g](n, 2(t))) zu
verwenden). Da 0D;, < D? gilt, beschranken wir uns deshalb auf die beiden praktisch
relevanten Félle v = O(L) (Sétze 3a, 5a) und v = g =0 (Satze 3b, 5b).

Die Ergebnisse der Storungstheorie unterstreichen, da Index-2-Systeme (2.7) durch
direkte Anwendung von Verfahren aus der Theorie der gewéhnlichen Differentialgleichun-
gen genau und zuverlassig gelést werden kénnen, wenn der zusétzliche Fehlerterm in y
klein gehalten wird. Neben der Rechnung in doppelter Genauigkeit sind hierfiir die Ab-
bruchschranken fiir die Lésung nichtlinearer Gleichungen (sehr) klein zu wéhlen.

Da jede Schrittweitensteuerung voraussetzt, dal der Fehler bei Reduktion der Schritt-
weite kleiner wird, miissen Ordnungs- und Schrittweitensteuerung geeignet modifiziert
werden, damit ein Integrator nicht nur mit Schrittweiten im Bereich A, sondern auch im
Bereich B von Abb. 2.2 auf S. 29 arbeiten kann. Hierzu schlieft man den Fehler in z aus
der Schrittweitensteuerung aus (z. B. in DASSL [132]) oder skaliert ihn wie in RADAU5
mit der Schrittweite A ([81, S. 102]). Nur fiir sehr kleine Schrittweiten & kann die Feh-
lerverstiarkung eine Integration unmdglich machen, Bereich C von Abb. 2.2 zeigt, warum
hier jede automatische Schrittweitensteuerung versagt.

In diesem Fall kann man z. B. das DA-System vor Beginn der Integration in ein
aquivalentes System transformieren, das linear in den algebraischen Komponenten ist
([71], vgl. auch Beispiel 18). Hierzu nutzt man aus, dafl die versteckten Zwangsbedin-
gungen 0= Lg(y(t)) = g,(y)y'(t) = [9,f](y,2) in einer Umgebung der Lésung von (2.7)
nach z auflésbar sind, denn nach dem Satz tiber die implizite Funktion gibt es wegen (2.8)
eine Funktion G : Q, — R™ mit Q, C R™ , 0 =g, f]|(y,G(y)) und z = G(y) . Durch
Einfithrung von Hilfsvariablen ¢ € R™ erhilt man mit f(y) = f(y,G(y)) das zu (2.7)
analytisch dquivalente DA System R

yo= fly) -9 )
0 = g(y).
das den Index 2 hat und linear in den (neuen) algebraischen Variablen ( ist. Wegen
[9,/1(y) = 0 folgt aus 0= £g(y(1)) = g,(»)y'(t) = l9,/1(y) — 9095 () - ¢ , daB ¢ fiir die
analytische Losung von (2.49) identisch verschwindet.

Mit den Bezeichnungen von (2.7) fithrt diese Transformation also auf Systeme mit
J(n,¢) = fo(n) — g (n)¢ , die einen Schwerpunkt der nachfolgenden Beispiele bilden. Zu-
nachst beginnen wir jedoch mit einem DA-System, das nichtlinear in z ist und in &hnlicher

(2.49)

Form schon von Lubich ([105]) betrachtet wurde:

IS

Beispiel 9 Zu dem Anfangswertproblem y(0) = (0,0,0)T, 2(0) = (0,0)7 fiir das System

Yy = &1 , 0 = i,
Yy, = 2 , 0 = yo, (2.50)
ys = pm -yt plz +23) 0 (L€[0,1]),

mit der analytischen Losung y(t) = (0,0,0)T . 2(¢) = (0,0)T seien Funktionen

T 1 t\NT
y(t) = (Osiué, @cosé, (@D—I—//,Dz)t) . () = (Dcosé, stiné)

&
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gegeben (hier bezeichnen A, ©® und ¢ kleine positive Konstanten, D := A + % ). Die
Residuen in (2.10) betragen

o(t) = (*Acosé, Asiui, 0", o(t) = (@sini7 @Cosi)T ,
es gilt also ([0 = ol = O(0), [|8]lco = O(A), [[0]lco = O(O), [[0]cr = O(2) und
lia(t) — ya(t)] = OOD + uD?) , [|2(t) — =(1)[| = O(D) .
Das implizite Eulerverfahren 16st das Anfangswertproblem (2.50) exakt: y, =y(¢,) ,
zn = z(t,) . Fiir die Folge (gn,2,) mit

- P— T . 2\ 71
Un = (@sm ns O cos ns nh(©D), + 2;1,Dh)) ,

NT
2, = 2Dy - <cos(2n — 1)% , —sin(2n — l)g)

und Dy := A+ 10 betragen die Residuen in (2.33) §=0(A), 0= 0(0). Es gilt
903 — ynal = OOD), + uD?) und |2, — z,]| = O(Dy) , d. h., als Analogon zu ||6(¢)||co
und [|0(t)||¢1 in der Schranke fiir die analytische Lésung steht hier § bzw. 0. Man erhalt
also fiir (2.50) sowohl fiir die analytische als auch fiir die numerische Lésung Fehler in der
GroBenordnung der Fehlerschranken aus den Sétzen 3a und ba.

Hat man — wie fiir mechanische Mehrkorpersysteme — verschiedene analytisch dquivalen-
te differentiell-algebraische Formulierungen von Modellgleichungen (vgl. Abschnitt 3.1), so
ist es im Fall von Index-2-Systemen aus Sicht der Stérungstheorie giinstig, ein DA System
mit méglichst kleinem g = ||f..|| auszuwahlen. Jedoch selbst in dem Spezialfall (2.49)
mit =0, f(n,¢) = foln) — gyT(y)(, hangen die differentiellen Komponenten nicht ste-

tig von Stérungen ab, sobald ¢ nichtlinear ist (vgl. jedoch Satz 3b und Satz 5b fiir den
Fall, daBf ¢ linear, d. h. g, konstant ist).

Beispiel 10 Das Anfangswertproblem

y = —gl(y)z, (telo,1]),

0 = gly). 9) =g(y.y2) =y + i -1
mit y(0) = (0, 1)T und 2(0) = 0 hat die analytische Losung y(¢) = y(0) , z(t) = 2(0) .
Das implizite Eulerverfahren 16st (2.51) exakt: y, = y(t,), z, = z(t,) . Trotz der sehr
einfachen Struktur von (2.51) kann man fiir jeden (kleinen) positiven Parameter © eine
Folge (§n, %) konstruieren, die in (2.33) Residuen 6 =0, ¢ = O(0) hervorruft und in
keiner Losungskomponente stetig von den Stérungen 6, abhangt:
Gleichung (2.33) mit 6,41 =0 und 0,4y = (=1)"™O ist fiir (2.51) dquivalent zu

;l)n+1,1 =140, — ﬁ,zl+1,2 s Fnp1 = *(;ﬁn+1,1 - ;ﬁn,l)/h s ¢(§n+1.2,.ﬁn,2) = 2(*1)”“@
mit der Funktion 1
(") =m—n")n"+n+ %) : (2.52)
Sei nh =1 und 9,z := 7, . Im nachfolgenden Lemma 2 wird eine Folge (n,,) konstruiert,
fiir die " 1
Una > Jnooa +KOT > ... > gos + 3592 = Yn2t O(ﬁﬂz)
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Fehler in y, (fiir © = 107%) Fehler in y, (fiir © = 107°)
10° 10°
— —
I I
210° 2
ks ks
= =
© ©
w w
107 -10 -5 -10 5
10 10 10 10
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.4: Globaler Fehler (,,0¢) und untere Fehlerschranke (,,...“) fiir das implizite
Eulerverfahren und ein Index-2-System mit f(5,() = fo(y) — gyT(y)g

gilt oder aber @,z >Y . Abb. 2.4 zeigt fiir © =10™* (links) und © = 10=° (rechts)
in Abhéangigkeit von & den Fehler |, — yn2| zum Zeitpunkt nh = 1. Die gepunktete
Linie deutet die (in Lemma 2 analytisch bewiesene) untere Schranke fiir den Fehler an:
min{Y — 1, nk®?/2} , wobei die (frei wihlbare) Konstante ¥ auf 1.2 gesetzt wurde.

Ebenso wie die Fehlerschranke aus Satz 5a hat der zusatzliche Fehlertermin y, die Grofien-
ordnung O(+6?). Unabhingig davon, wie klein der positive Parameter © gewahlt wird,
kann fiir kleines h der Fehler in jeder der Lésungskomponenten beliebig grof werden.
Gleichzeitig verdeutlicht dieses Beispiel, dafl der Fehlerterm O(%OZ) praktisch kaum re-
levant ist, weil er nur fiir auBerordentlich kleines & die GroBenordnung von @ tibersteigt

(h<107¢ fiir ® =107° in Abb. 2.4).

Lemma 2 [st ein Y > 1 gegeben, so gibl es stets positive Konstanten r = k(Y), ©¢ =
00(Y) , so dap fir belichiges © € (0,00] eine Folge (n,) mit
=1, Ny =1+ 00) . ¢(usr,1a) =2(=1)""0, (n 2 0)
definiert werden kann (vgl. (2.52)), fir die gilt
Ntz > min( Y.y, + K(’)Z) , (n>0, n gerade) .
Beweis Die Folge (,,) wird rekursiv als Folge von Losungen der nichtlinearen Gleichun-

gen ¢(n,m,) = 2(—1)"*'O definiert. Hierzu beweist man fiir jedes gerade n >0 mit
7. <Y mittels Taylorentwicklung, daB ¢(n,7,) —2(—1)"*'© in

Ly i= [p(=1),p(1)]  mit  5(7) := 5, + Blp) (=) O + (a(y,) + 267)0?

eine Nullstelle hat, wenn © € (0,00] mit einem hinreichend kleinen ©y > 0 gilt. Dabei
ist B(n) :=4n/(1 +4n%), a(n) = —0.58%(n)(1L — 1/(2n*)) und & := F*(Y)/(16Y?) . Fiir
diese Nullstelle 7,41 zeigt man anschliefend, daB ¢(1,7,41) — 2(—1)"**© eine Nullstelle
Motz 0 Lnyz i= [n + kO 0, + (4 + 4x)0?] hat usw. . Da die Restglieder der Taylor-
entwicklungen fiir 7, > Y nicht gleichméBig beschrankt sind, muf dieser Fall gesondert
betrachtet werden.

Samtliche Details dieses rein technischen Beweises enthélt [28, Lemma 1]. -
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Beispiel 10 zeigt ein weiteres interessantes Detail der Stérungstheorie: Obwohl haufig
die Fehlerschranken fiir die analytische und die numerische Losung einander entsprechen,
ist dies keineswegs immer der Fall. Die differentiellen Komponenten y der analytischen
Losung von (2.51) hdangen nach Folgerung 1 stetig von Stérungen ab. Das Fehlerwachstum
in der numerischen Losung entsteht fiir dieses Beispiel also erst durch die Diskretisierung.

Neben f(n,¢) = fo(n) + f-(n)¢ ist n. =1 eine entscheidende Voraussetzung von
Folgerung 1. Sobald n. >1 ist, tritt das in Beispiel 10 beobachtete Fehlerwachstum
i. allg. auch fiir die analytische Losung ein:

Beispiel 11 Das Anfangswertproblem
!

Y
0

—gT(y)= yZ —y, .
W =t = (UT8) e @y

mit y(0)=(0,0,0)" und z(0)=(0,0)" hat die konstante Lésung y(t)= y(0),
z(t) = z(0) .

Seien positive Parameter © und ¢ gegeben, fiir die ¢ < g und 0 < gpc®
hinreichend kleinen Konstanten eq >0 gilt. Die Funktion 6(t) :=(©sint, ©cos )T
erfilllt [|0]]co = O(0), [|0]lcr = O(2) und damit [|0]jco < 1, [|0]lco0]lcr < 1.

Wie beim Beweis der Existenz der Lésung von Anfangswertproblemen fiir gewShnliche
Differentialgleichungen (vgl. z. B. [158, Satz §12.VI]) folgt unter Verwendung von (2.11)
und (2.14), daB es Funktionen §(¢), 2(t) mit §(0) = (0,0, —-0)T, 2(0)=(-2,0)7

und
J) = —g; ()2
o) = g(9)

gibt. Hier gilt 0'(t) = g,(9)3'(t) = ~[g,9,1(7)% und §'(t) = [g5 (9,9, )7"1() - 0'(1) .
Zum Beweis von Satz 3 wird die Fehlerfortpflanzung in einem Term untersucht, der li-
near in g¢(n) ist (vgl. (2.15)). Zum Nachweis, daf die Fehlerschranke (2.14) scharf ist,
ist zusétzlich ein Term zu beriicksichtigen, der in ¢(n) quadratisch ist. Mit der in (2.19)
eingefithrten Tensorschreibweise gilt

° mit einer

9(t) — y(t) = @(4(1)) — ®(y(1)) + O(O) (2.54)
fiir L9
O(n) :=n — lo; (9ugy) " "9l(n) + 5[(@%(%9%’1)(%gf(gygf)’lg)](n) :

denn ¢(y(t)) =0 und g¢(y(t)) = 0(¢) . Diese Funktion ® ist beziiglich n stetig differen-
zierbar, man erhalt (%q)(y(t)) =0 (wegen y'(t)=0) und

d
dt

= @(i(1) = @4(9)3'(1) = @49y (9,9,)71(@) - 0'(1) = L (GENO(1) + Olg (@D *]10(1)]])

mit der Matrix

W) = 5 (It 00D L ) 0N0) ~ [ (0T o6 ) 00
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deren Elemente ¢y durch die Elemente ¢y, der Matrix gg(gyg;)_l bestimmt sind:

1 ny Ny

, 0¢ " 0@
Y(n) = ZZ =i “am)gj.

]111

Flul (2.53) ist W(n) = A(n) (1, 2m, )" (g2(n), —ga(n)) mit A(y) := 1/(4(1 + 297)*) ,

1 9 cost A3
L (@G0~ @(u(1))) = Mi(0) 2t <@‘—e‘><_> %)

und die in (2.54) betrachtete Differenz g(t) — y(t) erfiillt deshalb

4

B =n() = 00 - n0)+ [ (o

[ (@60) — o) @+ o).

3

/A) ))dt - ®—+O(®)+O(O)

Fir |m] <1 ist 3 < X7n) < ,sodaB fiir ¢ <z, O <egy/2 und hinreichend kleines

g9 > 0 stets 7172@7 < (1) — Jl(l) < 1 @ < 1 et gilt. D. h., der Fehler in der differentiellen
Komponente y; hingt (beziiglich || - Hpu) mcht stetlg von Stérungen 0(¢) des algebraischen
Teils ab. Wegen i = 42 + O(0), §3 = i1 + O(0) und 2= (%) gilt dies ebenso fiir

alle anderen Losungskomponenten.

2.3 Fehlerschranken fiir differentiell-algebraische Sy-
steme vom Index 3 in Hessenbergform

Im Zusammenhang mit Konvergenzbeweisen fiir Runge Kutta Verfahren und BDF wurde
auch fiir Index-3-Systeme in Hessenbergform die Fortpflanzung von Stérungen wéhrend
der Integration untersucht (vgl. die detaillierten Darstellungen in [81, Kapitel 6] und [93]).
Ahnlich wie zuvor fiir Index-2-Systeme zeigen wir hier fiir die differentiellen Losungs-
komponenten wesentlich scharfere Fehlerschranken als die zum Stérungsindex m =3
gehdrende Schranke (2.6). Der Schwerpunkt liegt auf den in Kapitel 3 und 4 ausfiihr-
lich betrachteten Modellgleichungen fiir mechanische Mehrkérpersysteme (MKS):

M(q)g" = fla.d.2) =G (@)X, a(0)=q, ¢'(0)=vo, A0) = Ao,
0 = gl , (tel0,71).
Wie oben sei vorausgesetzt, daB das Anfangswertproblem eine hinreichend glatte Losung
(1), v(t), A(t) mit v(t):=¢'(t) hat. In einer Umgebung U dieser Losung seien f, ¢,
G(q) := g,(¢) und die symmetrische Matrixfunktion M(q) (Massenmatriz) hinreichend
oft stetig differenzierbar. Als Vereinfachung gegeniiber Abschnitt 3.3.2 sei M(q) in U
regulér, ebenso die Matrix

[GM™'T](g,v,A) mit T(q,v,0):= fi(g,v,\) — GT(q) . (2.56)
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Multipliziert man in (2.55) den differentiellen Teil mit M ~'(¢q) (von links) und ersetzt
¢ — v, ¢" — ', so ergibt sich zusammen mit den kinematischen Gleichungen ¢'(t) = v(¢)
ein zu (2.55) dquivalentes Index-3-System (1.11) in Hessenbergform, das auch den Sté-
rungsindex 3 hat ([81, S. 71]).

In Abschnitt 2.3.1 beweisen wir Fehlerschranken fiir die analytische Lésung von (2.55),
die wiederum stark von der Struktur von f abhéngen. In dem praktisch wichtigen Spezial-
fall, daB f von A unabhédngig ist (mechanische Mehrkorpersysteme, in denen keine Rei-
bungskrafte wirken), sind die differentiellen Komponenten ¢ und v Index-2-Variable im
Sinne des Stérungsindexes. Hierfiir zeigen wir in Abschnitt 2.3.2 exemplarisch entsprechen-
de Fehlerschranken fiir die numerische Losung, ein Testbeispiel illustriert dariiberhinaus
die Auswirkung von Reibungskréften im MKS.

2.3.1 Die Sensitivitit der analytischen Loésung gegeniiber klei-
nen Storungen

Gegeben seien Funktionen ¢, ©:=¢ und A, die die Gleichungen (2.55) nicht exakt,
sondern nur ndherungsweise erfiillen:

M(§)q" = [(6,d0) =G @A +6(t),  4(0)=do, §(0) =0, A(0)=ho,
o) = 9@, (telo,T]).

Die Stérungstheorie folgt den in Abschnitt 2.2 entwickelten Ideen, zur Vereinfachung der
(ohnehin aufwendigen) Schreibweise gehen wir hierbei jedoch weit weniger ins Detail.
So fordern wir hier fiir s@mtliche Argumente (¢,v,\) € U , daB die Ableitungen von f,
g und M durch eine Konstante L = O(1) gleichméBig beschrankt sind, wiederum mit
Ausnahme der Ableitungen von f beziiglich der algebraischen Variablen: hier wird nur

(g0 N < vy (e o VI < s ((g.0.0) €U) (2.58)

mit Konstanten v, p < L vorausgesetzt. (Ahnlich wie in Bemerkung 5 kann man auch
fiir Index-3-Systeme (2.55) die Voraussetzungen an f, g und M abschwéchen.) Wie in
(2.12) wird ein Projektor auf den Tangentialraum von {¢ : ¢(¢) =0} verwendet:

S(t,&) =1 — [MT'T(GM™I) TG (€, o(t), A(2)) (2.59)

Im Zentrum des Beweises fiir den nachfolgenden Satz 6 steht der Spezialfall f = f(g,v);
hier gilt g =v =0 und der Projektor S hangt nicht explizit von ¢ ab (vgl. auch Bemer-

kung 1lc).

Satz 6 Es gibl eine Konstante C, so daf fir alle Funktionen q, v, X mit (2.57),
6 e C[0,17), 0 € C¥[0,1]) und ||6]lcoqory < Cs, [|0]lc2oryy < Co die Abschitzun-

gen

ld(0) = a(o)ll + 15, 20)000) = S(ta)e(o)] < ¢ (a0 + [5317%+

. L (260)
+ 10llcs + D) + vD(E)([elleo + [10]lc=) + u(6leo + Bllc2)?) -

2.3. Fehlerschranken fiir Index-3-Systeme 45

IN

I1G(92l(t) = [Gg)v] Dl 0l (2.61)
A =ADI < C(Aa+ 18]lco + [0]]c2) (2.62)

A

mat

Ao = [ldo = gol| + 1500, go)do — S(0, qo)wol| ,  D(1) := /5Mfl5+ 19llcs (o, »

/S]W’lé == max || [ [SMY(w,¢(w))d(w) dw|

r€[0,] 0
fiir alle t € [0,T] erfillt sind, wenn die rechte Seite von (2.60) hinreichend klein ist.
(C ist unabhingig von ¢, 0, :\, p, v und den Storungen 6, 0 und wird wie in Salz 3
durch L, T, Cs und Cy bestimmt. Im Spezialfall p=v =10 ist C dariberhinaus auch
unabhdingig von Cy.)

Beweis Teile des Beweises konnen in direkter Analogie zum Beweis von Satz 3 gefithrt
werden, so dafl wir uns hier auf die neu hinzukommenden Beweisgedanken beschranken.

Insbesondere werden wie in (2.16) nur (g, o, A) in einer hinreichend kleinen Umgebung der
analytischen Losung betrachtet. Die Fehlerfortpflanzung untersucht man in den beiden

Funktionen

Al(t) = S(t,q(1)(4(t) — q(1)) (2.63)

A¥(t) = S(L,q(1)o(t) — S(t,q(t))v(t) — (L, 4(1)) — ©(t, q(1))) .
mit

a5 S
O(t,n) = E(t,q(t))‘r] + [SM L )(a(t), v(t), A(t))n +
ds a8 (2.64)
+ %(t (1)) (v(t),n) + afq(t,q(t))(m v(t))

(fiir die Tensornotation vgl. (2.19)). Im weiteren verzichten wir soweit wie méglich auf die
explizite Angabe des Arguments .
Die analytische Losung von (2.55) erfiillt neben den Zwangsbedingungen ¢(¢) =0 auch

0 = —9(a(t) = 9,(0)'(t) = Gla())o (D) , (2.65)
0 = ala(t) = g (0)(o,0) M) a0 ) = G @N) . (2.66)

Aus (2.65), (2.66) und den entsprechenden Gleichungen fiir (g, 0, :\), in denen auf der
linken Seite der Gleichungen die Ableitungen ¢'(t) bzw. 0”(t) stehen, folgt einerseits
[G(q)o](t) = 0'(t) , also (2.61), und andererseits wegen (2.56) auch

IA@®) =A@ < O (Nld(e) = a(O)l + [18() = )] + [6lles o + [10llcz o) - (2:67)

Wie in (2.26) erhilt man auBerdem

1) — a0 < WA + [10]lcs) (2.65)
o) — o0l < A0+ [9(.9) — 0(t. )| + ODIIG@EN(D)]
< A+ 0wl - o)l + Olellc:) - (2:60)
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Nach (2.17) sind der entscheidende Beweisschritt Abschatzungen fiir £A?(t) und £A"(t):

d RO
T = S S0 (50— S0 +
s a8
G- )+ ()G —q.q
+ a[’( sa)d—a) + aq( a)(d—q,q")
A*(t) + O()]1§(t) — a(t)]] , (2.70)
denn S(t,n) und ®(t,n) sind Lipschitz-stetig beziiglich 7. In
A1) = S0 =St )" + 20 (8, )0 — (L gJo+ aq(i,q)(bvq) aq(t,q)(b,q)
o P o go
(G~ G0+ G — Gt )
setzt man
oo, ., 00 , 08 . I .
(LT — - (ta)g = (1) (6 —v) + [SMT (g 0. A) (6 —v) +
dq dq ot )
+ 25 o o)+ Z (1, 0)(6 - o)
()q( ;q)\v, v ) ()q Ly q ;
und

4,0, 8) = GT(@N + 8(1) = [SMT'(t,q)(f (0. ) — G (g)\)
g0, 0) — GT(q > ) = [SM7Y(t ) (f(g,0.0) — GT(q)A) +
_|_

o(t
((f(@,f,h— 'T( )= (@0 0) — GT(@)N)

ein und erhélt unter Verwendung von [SM7'](¢,§)I(G,v,A) =0

d ., S ST as . .

La = 9w ‘1(t~q>6m+ou)uq—q||+a—q<t,q>(v—v~v—v>+

+ M) (65,4 = GT@Y) = (60,0 = GT@)N) -
@0 )0~ 0) = TG v, (A - W)
= [9 1t q(1)é(t) +

O()(lld = gll + [lo = o> + vl[o = ol |4 = All + ullA = A?) -
SchlieBlich folgt wegen (2.67), (2.68) und (2.69)

d
dt

(t,
(

LAt = 1ML g(0)8(0) + O[] + [A"(D)]) + o11)
+ O(0lco + D) + wD(O)([8llcw +10llc=) + (o + [Ollc=)?)

Unter Verwendung des Lemmas von Gronwall wird nun mit (2.70) und (2.71) sowie (2.67)
und (2.68) die Behauptung bewiesen (analog zum Teil a) des Beweises von Satz 3).
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Bemerkung 11 a) Ebenso wie fiir Index-2-Systeme erhélt man fiir die differentiellen
Komponenten deutlich kleinere Fehlerschranken als in der Definition des Stérungsindexes.
Die gegeniiber Stérungen robustesten Loésungskomponenten sind ¢ und S(¢,¢)v. I allg.
héngt jedoch keine Komponente stetig von Storungen ab. Besonders klein ist die Schran-
ke (2.60), falls p,v <1 (z. B. MKS mit sehr kleinen Reibungskréften). Ist f von A
unabhéngig (z. B. MKS mit Potentialkréften), so erhilt man wegen p=v =0 fiir die
Komponenten ¢ und v sogar die Abschétzung (2.6) mit r =1, d. h., fiir Index-3-Systeme
(2.55) mit f = f(q,v) sind ¢ und v Index-2-Variable im Sinne des Stérungsindexes ([17,
Satz 3]). Jay ([93]) zeigt fiir Index-3-Systeme in Hessenbergform, dal der Mechanismus
der Fehlerfortpflanzung auch fiir implizite Runge Kutta Verfahren davon beeinflufit wird,
ob das DA-System linear oder nichtlinear von den algebraischen Variablen abhéangt. Ist
das System linear in den algebraischen Variablen, so ist der globale Diskretisierungsfehler
in den differentiellen Komponenten i. allg. deutlich kleiner als im nichtlinearen Fall.

b) Satz 6 nutzt explizit die Struktur von (2.55) aus. Die Aussagen lassen sich iibertragen
auf MKS-Modellgleichungen mit ¢’ = T'(¢, ¢)v (vgl. Abschnitt 3.3.2), der Beweis wird da-
bei technisch noch aufwendiger. Fiir allgemeine Index-3-Systeme in Hessenbergform gibt
Satz 10 aus [17] entsprechende Fehlerabschitzungen an, die in der Notation von (2.58)
den beiden Féllen p=0(1), v=0(1) und p =0, v=0O(1) entsprechen. Fiir die

differentiellen Komponenten haben diese Schranken die Form (2.60) bzw. (2.61), dabei ist

jedoch ||0]|co durch ||0]|c1 zu ersetzen. Fiir die algebraischen Komponenten erhalt man

wie in Satz 6 die Schranke aus Definition 4 mit m = 3.

¢) Im Spezialfall 4= v =0 ist S = S(¢) und deshalb héngt S(¢)#’ nicht von ) ab. Dann
ist (2.55) dquivalent zu (2.66) und dem Index-2-System in Hessenbergform

¢ =
S as
(S(a)v)" = [SM7'[l(g,0) + PGS v) (2.72)
0 = g(a)
mit den differentiellen Komponenten y := (¢7, (S(q)v)T)T und den algebraischen Kom-
ponenten z:= G(q)v ([17, Abschnitt 2]). Hier ist Satz 6 eine unmittelbare Folgerung aus

Satz 3.

Beispiel 12 Wie in Abschnitt 2.2.3 kann man am Beispiel nachweisen, dafl die Fehler-
schranken aus Satz 6 scharf sind. Als Erweiterung von Beispiel 9 betrachten wir das
Anfangswertproblem ¢(0) = ¢’(0) =0, A(0) =0 fiir (2.55) mit M(q) =1,

Fla,0.0) = (0,0, vi+oi+v(vido—v2d) +u(ATHAD))T, 9(a) = 9(0r. 02, 05) = (a1, @2)",
dessen Losung identisch verschwindet. Fiir die Funktionen

! 2 2 2

q(t) = ((")sln* @cosf, 7(O——|—1/O——I—/1O—)fz)
2

gilt in (2.5 7) 6(t)=0, 0(t) = (@smf O cos L ) yalso [|0]|co = O(0), [|0|cr = (’)(g) ,

10|c2 = ?) Wenn man © > 0 fixiert und ¢ > 0 hinreichend klein wihlt, dann zei-

gen die Fehler in ¢z, vs (entspricht S(¢,¢)v), in vy (entspricht G(¢)v) und in A, daB die
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Fehlerschranken (2.60), (2.61) und (2.62) i. allg. nicht verbessert werden konnen. Eine
Ausnahme bilden die in praxi haufig betrachteten linearen DA-Systeme (2.55) mit kon-
stanten Koeffizienten: Hier hingen ¢ und Sv stetig von kleinen Stérungen ab (vgl. Satz 3b
und (2.72)) und sind deshalb sogar Indea-1-Variable im Sinne von Definition 4.

2.3.2 Die Sensitivitit der numerischen Lésung gegeniiber klei-
nen Storungen: eine Fallstudie

Aus der Literatur bekannte Fehlerabschédtzungen fiir die numerische Losung von Index-3-
Systemen wurden im Zusammenhang mit Konvergenzuntersuchungen fiir BDF (z. B. [104]
fir (2.55) mit f = f(q,v)) und fiir implizite Runge Kutta Verfahren ([81, Kapitel 6],
[93]) bewiesen, eine typische Voraussetzung ist dabei 6 = O(h®). Wir zeigen hier —
wiederum unter moglichst schwachen Voraussetzungen an die Grofe der Stérungen —
das direkte Gegenstiick zu Satz 6 fiir das implizite Eulerverfahren

4n+1 — qn = pp1
h
Upt1 — 0 o
M(‘Inﬂ)% = f(CIn+1sUn+1) - GT(Q:L+1))‘1t+1 (2. ‘3)
0 = g(qn+1)

im Spezialfall f = f(q,v) (d. h. p=v =0 in (2.58)). Mit dieser Einschrankung ist
(2.73) wohldefiniert und hat die Konvergenzordnung 1 ([104], [40], vgl. auch den Beweis
von Satz 8). Hangt dagegen f auch von A ab, so ist nicht garantiert, daff das nichtlineare
Gleichungssystem (2.73) 16sbar ist ([81, S. 75]).

Seialso f = f(q,v).Wiein Bemerkung 11c angedeutet, kann hier die Aquivalenz von
(2.55) und (2.72) ausgenutzt werden, wobei (2.73) jedoch nicht &quivalent zur Anwendung
des impliziten Eulerverfahrens auf das Index-2-System (2.72) ist. Statt dessen folgt fiir
U(9) := S(qn + Vhvnyr)v, aus V(1) —T(0) = fol T'(9) dv

oo
>

1
o o 0
(‘S ((IIH—I) -5 (qn))vn =h / ()q (qn + Jh Un+1)(vnv l‘n+1) vy
0

und damit ist (2.73) dquivalent zu ,1—1(%+1 —¢n) = Va1 5 9(Gnt1) =0,

S(qn+1)vn+1 - S(Qn)l’n
h

) Los
= [‘Sv“"jilf](qn-%—lv Un+t1 ) +/ %(q" +1)]“7"+1)(U'“ U"r+1) dv (2'74)
0
und

T oo , Vg1 — Uy oo
At = (GMGT) o) ([GM 7 s o) = Glann) ) 0 (275)
Die rechte Seite von (2.74) enthdlt neben ¢u11, vo41 auch g, v,, die Verfahrensvorschrift
(2.73) ergibt also eine Diskretisierung von (2.72), die teilweise implizit und teilweise expli-
zit ist. Hiervon unberithrt kann die Losbarkeit des nichtlinearen Gleichungssystems (2.73)
mit nur geringfiigigen Modifikationen ebenso wie fiir Index-2-Systeme (Satz 4) bewiesen
werden:
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Satz 7 Gegeben seien (q,,v,) mil
g = ata)| + llon = v(t)) <7 und A = |lglqn)]| + AIGlg.)on | < Aoh -

Sind die (positiven) Konstanten hg, Ao und v hinreichend klein, so ist (2.73) fir alle
h € (0, ho] (lokal) eindeutig nach (qni1, Vnt1, Ant1) auflosbar und es gilt

lgut1 — @ull + (19 (@nst)vnsr — S(ga)vnll < Cra(h +A),

A
|G (gng1)vnga]| < ChA(h‘FT)

A

mil einer von h, A und (q,,v,) unabhingigen Konstanten Cya.

Wie in Abschnitt 2.2.2 kann dieser Satz erweitert werden, um zu zeigen, daf es fiir

hinreichend kleine Schrittweiten A > 0 unter allen Folgen (g, 9,., A,.) mit

Gut1 — n

7 = ﬁn+1
o Dyt — Op FU PP o
AI(Qn+1)+1T = f(Gnt1, Ont1) — G (Gra) Ant + Gt (2.76)
0n+1 = g((in-%—l)

stets solche gibt, die die Abschatzungen

lgnt1r = Gnll + [19(Gns1)0nr — S(Gu)onl] < Cialh + A7),
o X N A* (2.77)
[G(Gnt)Onsall < Cia(h+ T)

mit

A= g(Gu) | + AIIG(Gn)bnll + 6+ 0,
& i= maxy, [[6m]| + [[G(Go) ol , 0 := maxy (|0 + [l9(4o)l

und einer von A, 6 und 6 unabhéngigen Konstanten C}, erfiillen, sofern A* < Agh mit
hinreichend kleinem Ag > 0 gilt.

Da die kinematischen Gleichungen ¢’ = v linear sind, kénnen sie wihrend der Inte-
gration sehr genau geldst werden. Ebenso wie in Satz 6 vernachléssigen wir deshalb zur
Vereinfachung der Darstellung die Fehler in ]17( Gm41 — Gm) — Omy1 = 0 (andernfalls wére
in Satz 8 jeweils 6 durch 0 + hmaxy, || +(Gmt1 — Gm) — Oms1| zu ersetzen).

Fiir (¢, s, An) kann man die Fehlerschranken aus Satz 6 (mit g =v =0 ) direkt auf
die numerische Losung iibertragen:

Satz 8 Es gibl eine Konstante Cy, so daf$ fir alle Folgen ((}n,f"n,xn) mit (2.76) und
(2.77) und 6 < Cs die Abschétzungen

o . 1 :
ldn = aull + 15(3)00 — S(@ el < Co<Ao+/5M B0+ (20 ) L (278)
h

PO . 1
HG(‘In)Un - C'((In)”nH < OO(AO +o+ 30) 5

N 1
= Mall S ColB0+6+70)
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fir alle n>0 mit nh <T erfillt sind, sofern die Schrittweite h und die rechte Seite
von (2.78) hinreichend klein sind. Hier bezeichnet Ao := ||go — qo| + ||:5(Go)0 — S(go)vol|
und

/Q‘M 1§:=h Z 1S M () S || + 6

Die Konstante Cy ist von h, & und 0 unabhanﬂg und wird i. allg. durch L, T und Cj
bestimmdt.

Beweisskizze Der vollstindige Beweis ist wegen der schwachen Voraussetzungen an
die Grofe der Stérungen auBerordentlich umfangreich. Wir zeigen hier deshalb nur die
grundlegenden Beweisgedanken, zahlreiche Details konnen analog zu den Beweisen der
Satze 5 und 6 nachgewiesen werden.

Fiir (¢n, vn), (¢n, 0x) in einer hinreichend kleinen Umgebung der analytischen Lésung wird
die Fehlerfortpflanzung in den Folgen

AL = S(Gm)(Gm — Gm
5 (t{ )(Aq <'1) o (2.79)
A::n = S(qm)vm -5 (qm)vm — (@ (G, Um) - q)m<qrm Um))
mit
. as
@ (1,€) 2= [SM 7 Ll (). o(t) + G (at) (0(8). T a(1)a(m)) +
ag 1 (2.80)

+ (k) (T att) (g() = HG)E) w(t))

und T(q) := [M'GT(GMGT)7Y(¢) untersucht (vgl. (2.63)). Wegen p=v =0 ist
3S/9t =0 und es gilt T(q,v,\) = —=GT(q) und T(q)G(q)=1- S(q) .

Wie fiir die analytische Liisung Silld die Kompouenteu G(q)v und A durch ¢ und S(g)v be-
stimmt: Wendet man (1) fo D) d9 auf U(1) = g(qm1 + V1(gm — Gm+1))
und auf \Il( 2) = G (Qmy1 — hl) 01Lm+1) mt1 an, so folgt

1
G(qm+1)l’m+1 = / (G((Im+1) — G( g1 — h91vm+1))vm+1 iy +
0
1

Gnt1 — Gm
+ / G(gmsr + V1(gm — an+1))% dv,
0

1,1 _
—/z,// gqq(qm+1 - 1“92‘1911’m+1)(1’m+17 ‘1911’m+1) dv,dvy + M
oJo

und die entsprechenden Gleichungen fiir G/(gm41)0m41 , also

. . , 0 -0 , . .
GGms1)0me1 — G@me1)omsr = = 4 OR)(||Gms1 — G ]| + |Bms1 — v ]]) -

h
(2.81)
Auf gleiche Weise erhélt man aus (2.75)
01 — 20, + 0,
) Ot . Ly
h (2.82)
+ OM)(dmn+1 = gmtill + 1Gm = gl + |0m41 = vmgall + ([0 — vmal| + 6) -

5\m+1 = Apg1 = —[(GM™ 1('T) ]((Im+
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Wegen (2.81) kénnen die Fehler in ¢ und v durch ||AZ ]| und ||AY,|| ausgedriickt werden
);

(vgl. (2.68), (2.69)):
15(dm)om = S(gm)vmll < OW)IALI+ AL + O ) (2.83)
[im = vl < OM)UALN+ AL + O(5 0)

Fiir die diskreten Analoga zu £A?(#) und £AY(t) (vgl. (2.70), (2.71)) beweist man die
Abschatzungen

,(AZLH AL = OWMUIAL Al +IALT+ (ALl +0)
v oy raag-t ! S (2.84)
HAhy - AY) = [w (@t + OO+ (h -+ do )5+ 20)) +
O ATl + AL+ ATl + AL
mit
oy = 63n+1 thmtea ta tantantea +é, (2.85)

und e}, = llgm = ()l 5 & = Gm = q(tn)ll, €, = [vm = v(tm)]| usw..
Wihrend dabei (A%, — Agn) und die meisten Terme in +(A7,; — A7) analog zum

Beweis von Satz 6 abgeschétzt werden konnen, erfordern die Ausdriicke, die 905/0q ent-
halten, eine gesonderte Betrachtung. Fiir g—?(q)(m T(q)g(n)) zeigt (2.81)

1 . .
E T(Q(tm+1))(g(qm+l) - g(qm)) =
(T(q(tm41)) = T(qms1) + T(qums1) ) (G (Gt )Omp1 — G(qmp1 )Ompr) +

+ Oh)(|Gm+1 = Gt + [[0mg1 = vt l])
(1 = S(Gm+1))0ms1 — (L = S(@m41))0mt1 + O Gms1 — G || +
+ O |om41 = vmprl] + O(dm) |G (Gmt1)Omtr — G(@mr )Omal]
= Oyt — Vit + O ALl + 1A%l +0) +

+ O(h + do)||G(Gm+1)0ms1 — G(@ms1 ) Vmg]]

deshalb entspricht der zweite Summand auf der rechten Seite von (2.80) dem Term
B(t,q)(v,n) in (2.64).

Ebenso entspricht der dritte Summand in (2.80) dem Term 7—([ ¢)(n,v) in (2.64), wo-
bei zusdtzlich beachtet werden muf};, dal v hier auf der Aeltschlcht t,, zu betrachten ist
( g? (¢)(vm,vmy1) In (2.74)). Deshalb enthalt der zweite Summand auf der rechten Seite
von (2.80) den Vektor g(n), der dritte jedoch den Vektor ¢(n) — hAG(n)¢ . denn

9(4m) = 9(Gmt1) = (G (Gm+1)0mi1 — G (@mt1) V1) FO(R) (| gms1 — G | Ot —vmpa [])

(vgl. (2.81)).
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Zum Abschlufl des Beweises zeigt man unter Verwendung von (2.84) wie am Ende des
Beweises von Satz 5a die Konvergenz des Eulerverfahrens mit der Ordnung 1, denn mit der
speziellen Folge ¢, = ¢(t.) . 9, = v(t,), ;\,L = A(t,) ist 6 = O(h) und 0 =0 in (2.76).
(Wegen L(q(tms1) — q(tm)) = v(tmsr) + O(h) gilt hier nicht L(Gms1 — Gm) = O , 50
daB in den rechten Seiten von (2.84) ein zusétzlicher Term O(h) zu beriicksichtigen ist.)
Fiir die globalen Diskretisierungsfehler in (2.85) gilt € = O(h) , ... , also folgt aus der
Dreiecksungleichung und aus (2.83)

] ‘ v v 1
dm = O(h) + OM)(| ALl + IALN + 1AL+ 1AL + O(8) + O(0) + O(3.0) .

Durch rekursive Anwendung von (2.84) beweist man die Behauptung analog zu Satz 5.
SchlieBlich erhilt man aus (2.82) die Fehlerschranke fiir \.

Bemerkung 12 a) Der Beweis von Satz 8 orientiert sich an der Anwendung von Satz 5

auf Index-2-Systeme der speziellen Form (2.72). Der entscheidende Unterschied liegt in
dem expliziten Anteil fol %(qg)(vn, vnt1)dY der Diskretisierung (2.74). Ebenso wie Satz 5
kann auch Satz 8 auf variable Schrittweiten h verallgemeinert werden. Wegen des Diskre-
tisierungsfehlers in den kinematischen Gleichungen ¢’ = v geht dabei aber fiir (2.73) die
Konvergenz in A verloren ([40]).

b) Setzt man p = v =0 in Satz 6, so zeigt Satz 8 wieder die Analogie der Fehlerschran-
ken fiir die analytische und die numerische Losung. Der Einflufl kleiner Stérungen auf
¢n und v, im Index-3-System (2.55) mit f = f(q,v) ist vergleichbar mit dem Einfluf
kleiner Storungen auf die Lésung eines Index-2-Systems (2.7), das nichtlinear in z ist. Der
zusétzliche Fehlerterm ist am groften in A und am kleinsten in ¢ und in S(g)v. Ahnlich
wie in Beispiel 9 kann man mit Beispiel 12 zeigen, daf} die Fehlerschranken aus Satz 8
scharf sind. Statt der bei der Untersuchung von Index-3-Systemen iiblichen Voraussetzung
0 = O(h®) verwendet Satz 8 dabei nur 0 = o(h) .

Als Ergénzung zu Beispiel 8 zeigen wir auch fiir die MKS-Modellgleichungen (2.55)
die quantitativen Auswirkungen des zusétzlichen Fehlerterms auf den Gesamtfehler der
Integration. Dabei wird deutlich, daBl der Fehler in ¢ und v sehr viel grofer ist, wenn
(2.55) Reibungskrifte enthalt.

Beispiel 13

Eine Punktmasse m moge sich unter dem
EinfluB der parallel zur ¢a—Achse wirkenden
Schwerkraft auf der Parabel ¢34+ ¢? =0 be-

wegen (vgl. Abbildung). Die dynamischen
Gleichungen in (2.55) sind dann gegeben g
durch

o 0 ; ' - 2q1 q[1]
mq —(,77g)+FR(q,q,A) A( 1 )

mit den Reibungskréften Fr(q,¢’, A) und den a2l
Zwangskriften Fy = —A(2¢,1)".
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Lagekoordinate q[1] Projektion S(t,q)v
) o, 0
S = 10
£ £
g 3
< <
¢ g
u = 10
() [}
< K]
8 3
> + ... ohne Reibung > + ... ohne Reibung
O ... mit Coulomb-Reibung O ... mit Coulomb-Reibung
4 -4
10 -6 -4 -2 10 -6 -4 -2
10 10 10 10 10 10
Schrittweite h Schrittweite h
Geschwindigkeitskoordinate v[1] . Lagrange—Multiplikator
10
o, 0 T}
o101 =)
£ £
— — 2
o) o 10
= =
e o &
5 10 5 + ... ohne Reibung
© © O ... mit Coulomb—-Reibung
3 - S 10°
= + ... ohne Reibung =
O ... mit Coulomb-Reibung
-4
10 —6 -4 -2 -6 -4 -2
10 10 10 10 10 10
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 2.5: Globaler Fehler bei der Simulation der Bewegung einer Punktmasse auf
einer Parabel.

Im Fall von Coulombscher Reibung wirkt /i entgegen dem Geschwindigkeitsvektor ¢’ und
es gilt |Fgr| = po|Fn| mit dem Reibungskoeffizienten y (fiir den Kontakt Stahl-Stahl ist
po = 0.03...0.09 [42, Kapitel I.11]):
mh+mf(¢)

(@) + (65)? \ 2

Sei m = 1kg . Das Anfangswertproblem ¢(0)= (1, —1)T, ¢'(0)=(0,0)T wird wie
in Beispiel 8 mit dem impliziten Eulerverfahren und fester Schrittweite b integriert, wo-
bei die Zwangsbedingung kiinstlich gestort wird: statt ¢(g,) =0 wird g(g.) =30-0(t,)
gesetzt. Hier bezeichnet 0(t) die Differenz zwischen sin ¢ in extended- und sint in single-
Arithmetik, [30-0(,)] ~ 107° .

Obwohl in diesem Beispiel Satz 8 formal nur fiir po = 0 anwendbar ist (denn g = O(po)

Frlq,¢'\\) == —po
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und Fp ist fiir po # 0 nicht differenzierbar in A = 0 ), bestdtigen die Simulationsergeb-
nisse exakt die Abschdtzungen von Satz 6: Abb. 2.5 zeigt fiir verschiedene h den glo-
balen Fehler in ¢ und in der Projektion S(t,¢)v sowie in v und in A. Hierbei markiert
»+ die Simulationsergebnisse fiir den Fall po =0 (keine Reibungskrifte) und , 0% die
entsprechenden Ergebnisse fiir Coulombsche Reibung mit po = 0.03 . Gezeigt wird der
globale Fehler der gest6rten numerischen Losung auf einem festen Zeitgitter ¢; = 0.01 -1,
(¢ =1,...,500), zum Vergleich wird eine sehr genau berechnete numerische Lésung ver-
wendet.

Fiir groBere Schrittweiten dominiert in ¢ und v der Diskretisierungsfehler, der zusétzliche
Fehlerterm ist vernachldssighar. Wegen der logarithmischen Skaleneinteilung haben die
Graphen den Anstieg +1 (Konvergenzordnung 1). In A ist der Fehler sehr viel gréfier und
wiéchst mit 1/h? (Anstieg —2, in dieser Graphik reicht die Ordinatenachse nicht wie in den
anderen Diagrammen von 10~* bis 10!, sondern von 1071 bis 10*). Bei Reduktion von h
verringert sich der Fehler in ¢ und v nicht weiter, der zuséatzliche Fehlerterm dominiert.
Fiir jip =0 erwarten wir Fehlerterme O(7507) in ¢ und S(q)v und Fehlerterme O(+0) in
G/(q)v, fir kleine Schrittweiten ~ haben die Graphen in Abb. 2.5 die Anstiege —2 in ¢
und S(q)v und den Anstieg —1 in v;.

Ein vollig anderes Bild ergibt sich fiir das System mit Reibung: wahrend die Fehler in A
etwa so groB sind wie zuvor, ist der Einflul der Stérungen auf ¢ und v stark gewachsen,
dariiberhinaus sind die Fehler in ¢1, S(¢, ¢)v und v; jetzt nahezu gleich grof.

Die Simulationsergebnisse von Beispiel 13 unterstreichen, daf} die Fehlerschranken der
Sétze 6 und 8 die Grofe der tatsachlich auftretenden Fehler qualitativ richtig wiedergeben.
Abschlieflend sei bemerkt, dal man in praktischen Rechnungen zu sehr viel kleineren
zuséitzlichen Fehlertermen als in Abb. 2.5 kommen kann, wenn die Stérungen wahrend
der Integration reduziert werden (vgl. hierzu Beispiel 6).

2.4 Der gleichmaflige Storungsindex

Der Stoérungsindex eines DA Systems dient nicht nur wie z. B. der differentielle Index der
Klassifikation von differentiell-algebraischen Systemen, sondern gibt dariiberhinaus eine
(grobe) Vorstellung von der Empfindlichkeit der numerischen Losung gegeniiber kleinen
Storungen. Bei der quantitativen Beschreibung des zusitzlichen Fehlerterms ist die Feh-
lerschranke (2.6) aus Definition 4 jedoch nur dann niitzlich, wenn die Konstante C' nicht
zu grof} ist.

Singular gestorte Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen und Semidiskretisie-
rungen von gewissen Systemen partieller Differentialgleichungen fithren auf Klassen von
DA-Systemen (1.1), in denen man fiir jedes individuelle DA-System eine Abschéitzung
(2.3) bzw. (2.6) zeigen kann. Betrachtet man aber die Klasse aller dieser Systeme, so
kann die Konstante C' beliebig grofl werden. Die Arbeiten [79], [80] von Hairer, Lubich
und Roche und [107] von Lubich zeigen, daf} der bei der numerischen Lésung entstehende
Fehler sehr viel realistischer durch Fehlerschranken beschrieben wird, die gleichmdifiig fiir
alle Systeme einer Aufgabenklasse gelten. Das entsprechende Gegenstiick zu Definition 4
bezeichnen wir hier als gleichméaBigen Stérungsindex einer Klasse von DA Systemen (De-
finition 5).
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In diesem Abschnitt wird das Konzept gleichmafiger Fehlerabschatzungen fiir die ana-
lytische Losung am Beispiel der nach Baumgarte stabilisierten Indexreduktion von DA-
Systemen im Detail vorgestellt. Im kritischen Fall groBer Baumgarte-Parameter (,DAEs
of nearly higher index* [164]) beschreibt der gleichméafiige Stérungsindex die Empfindlich-
keit der Losung gegeniiber Storungen sehr viel besser als der (klassische) Storungsindex
(Beispiel 15b).

In jiingster Zeit ist das Interesse an der Untersuchung partieller Differentialgleichun-
gen mit algebraischen Nebenbedingungen gewachsen (engl.: ,partial differential-algebraic
equations® (PDAEs), vgl. [46] und die dort angegebene Literatur). Campbell und Mars-
zalek ([45]) untersuchen u. a. die Anwendung der Linienmethode auf ein spezielles System
aus 2 linearen partiellen Differentialgleichungen. Beispiel 16 zeigt, daB jedes der dabei ent-
stehenden semidiskreten DA-Systeme den Stérungsindex 1 hat. In Abhéngigkeit von den
Koeffizienten der partiellen Differentialgleichungen hat die Klasse all dieser Semidiskreti-
sierungen jedoch entweder

o den gleichméBigen Stérungsindex 2 (dies entspricht in diesem Beispiel der Empfind-
lichkeit der Losung des Systems partieller Differentialgleichungen gegeniiber kleinen
Stérungen) oder

o iiberhaupt keinen gleichméfigen Stérungsindex.

Beispiel I: Baumgarte—Stabilisierung

Die gleichméBigen Fehlerschranken werden am Beispiel der Index-1-Formulierung von
Index-2-Systemen in Hessenbergform illustriert. Hierzu ersetzt man zunéchst in (2.7) die
Zwangsbedingung 0 = g(y(1)) durch 0= £g(y(1)) = g,(y)y’ = [9,f](y. 2) , anschlieBend
fiigt man analog zur Baumgarte Stabilisierung (3.5) von MKS Modellgleichungen (vgl.
Abschnitt 3.1) einen stabilisierenden Term ag(y) mit einem Parameter a > 0 hinzu, um
ein mogliches Abdriften der Losung von {5 : g(n) =0} zu verhindern. Wir ersetzen
also (2.7) durch
Y = T, =),
2.86)
= L+ atwtt)). (

Durch diese Substitution wird die analytische Lésung nicht gedndert, denn

o) =0, (e 7)) & (0= 2g0) +obn) umd gu0)=0)

Wie in Abschnitt 2.2 wird die Auswirkung von Stérungen auf die Lésung an Hand von
Funktionen (g,(t), 2,(t)) mit

go(t) = f(a(1), 2() +6(1) , (L €[0,T]),

U0 = = S0l F 95alt))  5al0) = 24(0) = Zug

—
bo
(o]
-1

—

untersucht. Das wesentliche Hilfsmittel sind dabei folgende Abschitzungen:
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Lemma 3 a) Gegeben sci ein a >0 und Funktionen 6 € C[0,T], 0 € C'[0,T]. Dann
gelten fir die Losungen der linearen Differentialgleichung

W' (1) + aw(t) = (1) + (1) (2.88)

die Abschdtzungen

. o, ]
[w(t) = 0)] < [w(0) = 6(0)|e™" + = (6]l coony + 102 oa1))

o

/()] < [ (0)]e™" + OW)[blco o + 19llc 0.

b) Ist 8(t)=0, 0(1)= Ocost und w(0) =e’a’@/(1 +c%a?) mit (kleinen) positiven
Parametern © und e, so ist die Lésung von (2. 88) gegeben durch
1 f oLe! t
we(t) = (1 — @) @cos ﬁ @sm . (2.89)
Beweis In der Losung
t
w(t) = w(0)e ™" + / e =I(G(7) + ab(7)) dr (2.90)
0

von (2.88) erhélt man durch partielle Integration

t N N t
a/ 6_“(1_7)0(7)117 = {5_““_7)0(:”)] —/ eoli= 7)0'(7)11
0 0 0

und damit wegen ft et dr = L1 — ") < L auch

y/’“f>rfo(m4<fﬂywan+WwD

Aus w'(1) = §(1) — a(w(t) — O(t)) folgt dann auch die Abschitzung fiir w'(t). SchlieBlich
werden zum Beweis von Teil b) des Lemmas die gegebenen Funktionen 6 und 0 in (2.90)
eingesetzt. -

Lemma 3 wird nun auf (2.87) angewendet: Wegen

1d 1 , 1

;ag(y(l)) +9(y(1) = —gy(y(O)y'(t) + 9(y(1)) = —[g, 1y (1), 2(1)) + 9(y (1))

kann der algebraische Teil von (2.86) nach den algebraischen Komponenten z aufgelost
werden (vgl. (2.8)), d. h., das stabilisierte System (2.86) hat den Stérungsindex 1 ([84,
S. 4591]). Deshalb ist

Jal(t) =y + 120 (t) = 2(1)]| < (2.91)
< Ca([[9a(0) = y(0) || +1122(0) = 2(0)[| + [[8]lco o, + N0llco o)) -

Damit diese Abschéatzung auch fiir groie « gilt, muf jedoch i. allg. lim,_., C, = oo sein.
Dies ist plausibel, denn (2.86) ist fiir grofie a nahezu identisch mit dem Ausgangsproblem
(2.7) und eine Schranke der Form (2.91) kann es fiir DA-Systeme vom Stérungsindex 2
per definitionem nicht geben.

-1
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Beispiel 14 Das Anfangswertproblem y;(0) = 10 zu dem Index-2-System y; = y5 = z,
0 = y1 +y2 hat die konstante Losung y1(t) = y1,0, y2(l) = =410, 2(t) =0 . Mit w,(1)
aus (2.89) werden nun Funktionen (g, 2,) definiert:

1

G (t) = yr0+ ; (wa( )= wa(0), faplt) = wa(t) = Jault) s Zalt) = Fuil(t) -

Fiir diese Funktionen elgeben sich in (2.87) die Residuen 6(t) =0 und 0(f) = ©cos %,
denn g(§a(t)) = Jai(t) + Ja2(t) = wa(t) (vgl. Lemma 3).

Wie in Beispiel 9 gilt [[8]lco =0, [|0]lco = O(O©), [|0]lcx = O(2) . Andererseits ist

. 1 a? t a
50(5)*5(”\:5{“’@(1"” *| 1_|_ Tt o2’ +mc

und man erhalt fir o > 1 und den speziellen Wert ¢ = 1/\/a in (2.91) §4,1(0) = y1(0) ,
\mmwwmnfmwnfﬂe<@ £(0) = (0) = 12020, [fco < © und

1+a

ey - P . . )
\m( )| = 21+c\0 > 1./00 ,d. h., fiir die Konstante C', muB O, > %\/5 gelten.

t
os—|- O

Fiir a — oo wéchst also die klassische Fehlerschranke (2.91) fiir das stabilisierte Sy-
stem sehr schnell, Beispiel 15b wird zeigen, dafl (2.91) den Fehler in (y(¢),z(t)) stark
iiberschatzt, wenn ||0]/c1 klein und o > 1 ist.

Es ist ein bekannter Nachteil der Baumgarte-Stabilisierung, dafl fiir (sehr) grofie
Baumgarte-Parameter « die Losung des indexreduzierten Systems sogar aufwendiger als
die Losung des Ausgangsproblems sein kann (vgl. z. B. [29]). Weder der differentielle
noch der (klassische) Stérungsindex sind geeignet, um fiir grofe a die Schwierigkeiten bei
der numerischen Losung des indexreduzierten Systems zu beschreiben: Wegen der Terme
e " in Lemma 3 enthilt die Lésung (sehr) schnell abklingende Anteile, dariiberhinaus
ist die Losung weit weniger robust gegeniiber Stérungen als es der (niedrige) klassische
Stérungsindex suggeriert.

Der gleichmaflige Stérungsindex: Definition

Als Alternative zu Fehlerschranken (2.6) mit sehr groBen Konstanten C' erweitern wir die
Stérungstheorie von der Betrachtung einzelner DA-Systeme auf die Untersuchung von
Klassen differentiell-algebraischer Systeme, die von einem Parameter o € M, abhéangen:

Fo(t,z(t),2' (1)) =0, (t€[0,7]), 2(0) =20, - (2.92)
In der vorliegenden Arbeit beschrinken wir uns auf skalare Parameter a, i. allg. kann

dabei die Dimension von x mit « variieren (vgl. Beispiel 16).

Definition 5 Gegeben sei eine Klasse von DA-Systemen (2.92) mit Losungen z,(t), d. h.
Fo(t,aa(t),20(t)) =0, (t € [0,77]). Gibt es ein r € N und eine von o unabhéngige Kon-
stante C, so daB fiir alle o € M, , alle Funktionen Z,(t) mit F,(¢,2,(t),2,(t)) = 6(t) ,
(t €10,71]) und fiir jedes ¢ € [0,T] stets

(1) — 2a (DIl € C (|3a(0) — 2a(0) (04 (2.93)

gilt, sofern die rechte Seite in (2.93) hinreichend klein ist, und ist dariiberhinaus r die klein-

ste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft, so heit m =r 4+ 1 gleichmdfiger Stérungs-
index der Klasse von DA-Systemen (2.92) beziiglich der Losungen &,(¢).
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Bemerkung 13 a) Auch fiir Klassen von DA Systemen kann man i. allg. wie in den
Abschnitten 2.2 und 2.3 kleinere Fehlerschranken fiir die differentiellen Komponenten
nachweisen. Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt jedoch auf das Analogon (2.93) zu

Definition 4.

b) Mattheij ([115]) und Wijckmans ([164, Kapitel 4 und 5]) untersuchen lineare DA—
Systeme (1.1) mit zeitabhéngigen Koeffizienten, die einen kleinen Parameter ¢ enthalten.
Dabei ist der Index der betrachteten Systeme fiir ¢ =0 grofer als im Fall ¢ # 0. Fur
den Nachweis von (bez. ¢) gleichméBigen Fehlerschranken ist die partielle Integration das
wesentliche Beweishilfsmittel (wie im Beweis von Lemma 3). Ein System mit 0 < |¢| < 1
wird verbal als ,,System, das fast einen héheren Index hat® charakterisiert (engl.: ,almost
higher index system*). In Analogie zur B-Konvergenz—Theorie fiir die Anwendung impli-
ziter Runge-Kutta—Verfahren auf steife gewéhnliche Differentialgleichungen ([61]) bevor-
zugen wir die gleichzeitige Betrachtung simtlicher DA Systeme einer gegebenen Klasse.
Der gleichméBige Storungsindex einer Klasse (2.92) ist dabei stets mindestens so grofl wie
das Maximum der klassischen Stérungsindizes jedes einzelnen DA-Systems dieser Klasse.

Beispiel 15 a) Die von Hairer et al. ([79], [80]) betrachtete Klasse singular gestérter Sy-
steme gewohnlicher Differentialgleichungen hat den gleichméBigen Stérungsindex 1, jedes
einzelne dieser Systeme dagegen den (klassischen) Stérungsindex 0 (vgl. Bemerkung 4b).
Die von Lubich ([107]) im Zusammenhang mit der Modellierung steifer Mehrkorper-
systeme betrachtete Klasse singulérer singuldr gestorter Systeme gewdhnlicher Differen-
tialgleichungen hat den gleichméBigen Storungsindex 3, wiederum hat jedes einzelne dieser
Systeme den Storungsindex 0.

b) Die Klasse der nach Baumgarte stabilisierten Systeme (2.86) mit Baumgarte—Parameter
a > ag >0 hat den gleichméBigen Stérungsindex 2. Zum Nachweis wendet man auf je-
de der n. Komponenten von ¢(j.) Lemma 3 mit £g(3.(t)) + ag(§.(t)) = af(t) an und
erhilt ¢(g.(t)) = 0A(t) mit

. . IV
19() =0l < 1l9(3(0)) = OO - €™ + —- [¥lcr o) -

[GOI

IN

d . Ca
Hag(ya(‘)) t=0H cem |0l e o,y -

Wegen
3 0(50(1) = 0 0)00) = [0 13al0). 26(0) + 0, G0 (1)6(0)
und g(u(0)) = [g,/1(4(0),2(0)) = 0 folgt hicrans
P = [ )+ 6(0)
0(t) = g(ia(1))

mit

R 1
o)l 101 + M0l oy + Ol (0) — y(O)[ + [16CO)I1)
10'O1 < 10llea o, + O ([[7a(0) = y(O)]| + 1[22(0) = 2(0)[| + [0°(0) | + [[8(0)]) ,

wobei die Konstanten in den O(-)-Termen von a unabhéngig sind. Aus Satz 3 folgt damit

die Abschatzung (2.93) mit r=1,d. h. m=2.

IN
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Der gleichméaBige Storungsindex der Klasse von DA Systemen (2.86) mit a > ag > 0
bleibt unverdndert, wenn die Klasse um das Index-2-System (2.7), d. h. um den Grenzfall
a — oo , erweitert wird.

¢) Die Klasse der nach Baumgarte stabilisierten Systeme (2.86) mit Baumgarte-Parameter
a <@ < oo hat den gleichméBigen Storungsindex 1, in (2.93) ist dann C' = C(@) .
Bemerkung 14 a) Das diskrete Gegenstiick zu der gleichméBigen Fehlerschranke in Bei-
spiel 15b ist eine Fehlerschranke Cf - %A mit einer von « unabhéngigen Konstan-
ten Cf . (vgl. Satz 5 mit A :=§4 0 ). Wendet man geeignete Diskretisierungsverfah-
ren auf (2.86) an, so laBt sich nachweisen, daB die Verstarkung kleiner Fehler A durch
min(Cy A, C5 - $A) beschrankt ist, wobei lim,_oo Cg, =00 und C5_ = O(1) gilt.
Ist die Schrittweite & nicht iibermaBig klein, so ist fiir grofe a die gleichméBige Fehler-
schranke Cg - %A sehr viel kleiner als die auf herkémmliche Weise (z. B. mit Satz 5)
nachgewiesene Fehlerschranke Cg A .

b) Modifiziert man die Beispiele 14 und 15b geeignet, so lassen sich fiir beliebiges m > 0
Klassen differentiell-algebraischer Systeme vom gleichméfligen Stérungsindex m angeben,
fiir die jedes einzelne DA-System den klassischen Storungsindex 1 hat. Die in Abschnitt 3.1
betrachtete Baumgarte-Stabilisierung (3.5) fir MKS-Modellgleichungen fithrt auf eine
Klasse (2.92) vom gleichméBigen Storungsindex 3.

Beispiel II: Semidiskretisierung eines Systems partieller Differentialgleichun-
gen mit der Linienmethode

In vielfdltigen praktischen Anwendungen entstehen DA-Systeme (1.1) als Ergebnis der
(réumlichen) Semidiskretisierung von Systemen partieller Differentialgleichungen mit der
Linienmethode ([46]). Campbell und Marszalek ([45], [46]) versuchen, die Empfindlichkeit
der Losung des Systems partieller Differentialgleichungen gegeniiber Stérungen analog
zum Storungsindex fiir (gewohnliche) differentiell-algebraische Systeme zu beschreiben,
um damit eine (grobe) Vorstellung zu erhalten, mit welchen numerischen Schwierigkeiten
man bei der Zeitintegration des semidiskreten Systems rechnen muf.

In dem verbleibenden Teil dieses Abschnitts zeigen wir an Beispiel 1 aus [45], daf} sich
im Rahmen dieses Konzepts zwangslaufig die Notwendigkeit gleichméaBiger, d. h. vom Orts-
diskretisierungsparameter unabhingiger Fehlerschranken fiir das semidiskrete Problem er-
gibt. In der Storungstheorie fiir differentiell-algebraische Systeme ist dies das Analogon
zu den gleichmaBigen Schranken fiir den Diskretisierungsfehler bei der Zeitintegration von
semidiskretisierten Anfangs—Randwertproblemen fiir parabolische Differentialgleichungen
(z. B. [156], [110], vgl. auch die ausfiihrliche Darstellung in [153, Kapitel 7]).

Beispiel 16 ([45, Beispiel 1]) Gegeben sei das System von zwei linearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen
1
g = ~v+ov = f(z,1)
1 1 , (z€l0,L], t€[0,T7) (2.94)
—lem + Il’m +ov = fYa,1)
mit Anfangsbedingungen

u(z,0) = g“(z), v(z,0)=g¢"(x), (z€[0,L])
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und homogenen Randbedingungen. In (2.94) bezeichnet p € R einen fixierten Parameter,

fiir den wir speziell die beiden Fille o =0 und p = —2 betrachten werden. Die Funk-

tionen f:= (f*, f*)T und ¢ := (g% ¢°)T mdgen hinreichend oft differenzierbar sein und
die Randbedingungen erfiillen. Aulerdem sei vorausgesetzt, dafl u, v, f und ¢ dargestellt

werden konnen als

u(a, ) =Y da(@)un(t) , v(e,t) = du(x)valt) ,

n=1 n=1

mit ¢, (z) :=sin(Z2) . Unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen sind die Koeffizien-

ten w,(t), v,(t) Losungen der Anfangswertprobleme u,(0) = g%, v,(0) = ¢ fur die li-
nearen DA-Systeme

1
u:zl + Q—l——/\ivni = Illli

! - %)() " (2.95)

o)+ (L= Al = fi()

mit A, :=nr/L,(n>1).

Fiir die Losung von (2.94) mit der Linienmethode wird auf [0, L] das dquidistante Git-
ter 0=awg<a1<...<ay<anp1 =L, x;:=1A, mit A, = L/(N +1) definiert, auf
dem man die partiellen Ableitungen bez. & durch zentrale Differenzenquotienten 2. Ord-
nung approximiert. Sei w® (t) & u(w;,t), vN(t) ~v(x;,t), (i=1,...,N) und

V() = (@ (1), (), V() = (0, o)
Mit den Bezeichnungen

FUt) = (i) fane )T 0 FU () = (f (20 l)snns fo(ans 1)

ist die Finite-Differenzen—-Approximation U(t), V(1) Losung des Anfangswertproblems

U(0) =G, V(0) =GY fir das DA-System

Il
E

U'(t) — iAA V() +o-V(1)

. . (2.96)
s U+ {As V4V = P

mit der symmetrischen Tridiagonalmatrix

-2 1 0 0
A |
An = ! . RNVXN
A= Az .. € .
1 -2 1
0 1 =2
Die Eigenwerte von A sind p; = 7:—2 sinz(ﬁ) , die Eigenvektoren
®: = (sin( iT ), sin 2w | in Nur W, =1 N)
;= (sin(— , sin s ..., sin ,(i=1,..., N).
N+1 N+17 N+1 ' '
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Bez. der Basis {®y,...,Px} werden die Vektoren U(t), V(t), F*(t), F*(t), G*, G* darge-
stellt durch

N N
1 1
- .Ut (1) =
U(t) ;:1 T Uit)y, V(1) ;:1 TR Vi(t), ...,

so daB man aus (2.96) nach Multiplikation mit ®], ®1, ..., &% die Gleichungssysteme

T+ (0 + AV = R

. i (2.97)
ZAfUi(t) + (1 — IAf)Vi(t) = F(t)
mit A; = /—p; = ZSill(ﬁ)/Az ,(1=1,...,N) erhilt, denn Ar®; = 1;®; = —A2P;

und Q)JI‘II)I- =[|®;)12 65, (G,5=1,..., N) mit dem Kroneckerschen Delta &;;.

Die Transformationen von (2.94) zu (2.95) und von (2.96) zu (2.97) beriihren nicht
die Empfindlichkeit der Losungen gegeniiber Stérungen. Statt des Systems (2.94) und der
Semidiskretisierungen (2.96) betrachten wir daher die Systeme (2.95) und (2.97), die fiir
jedes n bzw. jedes ¢ aus je einer Differentialgleichung und einer algebraischen Gleichung
bestehen. Im Grenzfall N — oo geht (2.97) in (2.95) iber, denn fiir fixiertes ¢ < N gilt
hH‘lN_OC :\1' = )\1' = Z7T/L .

Da die Dimension von U und V' in (2.96) mit N unbeschrankt wéchst, machen gleich-
maéfige Fehlerschranken nur Sinn, wenn die in Definition 5 verwendeten Normen fiir ver-
schiedene N zueinander passend gewahlt werden. Bez. x wird in diesem Beispiel fiir die
Untersuchung der partiellen Differentialgleichungen die L*~Norm auf [0, L] und fiir die
Semidiskretisierungen das diskrete Analogon ||U]|on := (& S0, (UN)?)'/? verwendet:

y _ — ' (r) (- B
16()ller(opn = max 16(7)ll2.n + max 1(7)]l2x + ... + max [|57(7) [o.x -

Campbell und Marszalek ([45]) betrachten das System (2.94) fir o =0 und geben
dabei auch die Transformationen zu (2.95) bzw. (2.97) an. Sie untersuchen detailliert den
Zusammenhang zwischen den Indizes von (2.95) und (2.97): Ist o € {0,—2} . so hat (2.95)
fir M2 =4 den Stérungsindex 2, in jedem anderen Fall dagegen den Stérungsindex 1.
Ist A2 £4 fiir alle n >0 und ist die Diskretisierung hinreichend fein, so haben nicht
nur die Systeme (2.95), sondern auch ihre diskreten Gegenstiicke (2.97) samtlich den
Storungsindex 1, denn limy_., A; = A, .

Besondere Beachtung verdient der Fall, daB in (2.95) mit ¢ € {0, —2} fiir ein gewisses

ng €N gilt A2 =4. Wegen A; # A; haben die DA-Systeme (2.97) fiir hinreichend
feine Diskretisierung auch in diesem Fall den Stérungsindex 1. Nach den Ergebnissen des
Beispiels 14 ist jedoch nicht zu erwarten, dafl die Klasse aller Semidiskretisierungen (2.96)
den gleichméBigen Stérungsindex 1 hat, wenn A2 =4 fiir ein ng € N gilt.

Fiir eine detaillierte Untersuchung betrachten wir deshalb DA-Systeme (2.97) mit
A7~ 4 aber A? #4 (dabei soll p=0 oder o= —2 sein). Interpretiert man diese
Index-1-Systeme als DA Systeme, die durch eine kleine Stérung aus dem Index-2-System
(2.95) mit A2 =4 hervorgehen, so zeigt Séderlind ([151]), daB das Stabilititsverhalten
der Lésungen der Index-1-Systeme (2.97) mit 0 < |[A? —4| <1 entscheidend vom Vor-
zeichen dieser Stérung abhingt.
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0=0 0==2
10 10
5 5
o o
0 Koo KK KK 0 % * * - KK
0 2 4 6 0 2 4 6
Al' i\l‘

Abbildung 2.6: Abhéngigkeit des Koeffizienten o aus (2.98) von A;. Mit ,*“ sind die Eigen-
werte A1, Az, ..., Ag der Semidiskretisierung (2.96) mit N =6 und L = markiert.

Fiir ein solches Index-1-System erhdlt man das dquivalente DA System

Ui(t) +ali(t) = F'(t)+a- %F;(t)
. 7\ (2.98)
Vi) = (F(t) = Ui(1))

mit L
EA? o+ 4
47— 220

Q= —

indem man die zweite Gleichung von (2.97) nach V; auflést und in die erste Gleichung
einsetzt.

In (2.98) bestimmt der Parameter a das Stabilitdtsverhalten der Losung. Ist a > 0, so
haben diese Gleichungen die Struktur des Gleichungssystems (2.88) (ersetze U;(¢) durch
w(t) ) und Lemma 3 kann angewendet werden. Ist dagegen a < 0, so kénnen Fehler
in (2.98) mit dem Faktor e~ verstirkt werden. In dem kritischen Fall A? — 4 gilt
dabei a — —oco . In Abb. 2.6 wird fiir ¢ =0 (links) und o= —2 (rechts) der Wert des
Parameters a in Abhéngigkeit von A; dargestellt. In einer Umgebung von A? =4 erhalt
man dabei je nach Wahl von p qualitativ unterschiedliche Ergebnisse.

Lemma 4 Gegeben sei eine positive Konstante Ay € (0,1] .

a) Fir o€ {0,-2} hat die Klasse der DA-Systeme (2.97) mit |A? —4] > Ay >0 den
gleichmdfigen Storungsindex 1.

b) Fiir p=0 hat die Klasse der DA Systeme (2.97) mit A} € (0,4 — A\JU [4,00) den
gleichmdfigen Storungsindex 2.

¢) Fiir 9= =2 hat die Klasse der DA-Systeme (2.97) mit A? € (0,4] U [4 + Ay, 00) den
gleichmdfigen Storungsindex 2.

d) Weder fiir o =0 noch fir o= —2 hat die Klasse aller DA-Systeme (2.97) (mit
beliebigem A?) einen gleichmdifigen Stérungsindex.

2.4. Der gleichméBige Stérungsindex 63

Beweis Ist |A? —4] > A, , dann gibt es eine von A; unabhéngige Konstante ao > 0 mit
a > —aq . Unter Verwendung des Lemmas von Gronwall kann man deshalb nachweisen,
daB die Abschitzung (2.93) mit r =0 und C = O(e™") erfiillt ist. (ap hiingt jedoch
von A, ab, es gilt lima,—oC =00 .) In dem Streifen {A; : [A? —4] <A, } héngt das
Stabilitatsverhalten der Losung von (2.97) vom Vorzeichen von « und damit auch von o
ab (vgl. Abb. 2.6). Ist a >0, so kann man unter Verwendung von Lemma 3 wie in
Beispiel 15b die gleichméiBige Fehlerschranke (2.93) mit r =1, d. h. m = 2, nachweisen.
Ist a <0, sogibt es wegen C = O(e™") keine gleichmaBige Fehlerschranke der Form
(2.93), denn bei Anndherung von A% an 4 kann —a beliebig grofi werden.

Sowohl fiir p =0 als auch fiir 0= —2 trennt also das Index-2-System (2.95) mit
A2 = 4 eine Klasse von Index-1-Systemen (2.97), die sich nahezu wie Index-2-Systeme ver-
halten, von einer Klasse von Index-1-Systemen (2.97), in denen Fehler mit unbeschrankt
groBen Faktoren verstirkt werden kénnen ([151]).

Als Folgerung aus Lemma 4 ergeben sich Aussagen zum gleichméfigen Stérungsindex
der Klasse aller Semidiskretisierungen (2.96):

Folgerung 2 Die Klasse aller hinreichend feinen Semidiskretisierungen (2.96) der par-
tiellen Differentialgleichungen (2.94) hat

a) den gleichmdfigen Stérungsindex 1, falls o € {0,—2} und N2 #4 fiir alle n >0,
b) den gleichmdfigen Storungsindex 2, falls o = —2 und /\,210 =4 fir ein ng € N und

¢) keinen gleichmipigen Storungsindex, falls ¢ =0 und A} =4 fir ein nge N.

Beweis a) und b) folgen aus Lemma 4, limy_.c Aj = A; und A; <X, (i=1,...,N)
(vgl. die Markierungen ,*“ in Abb. 2.6).

In c) gilt fir A2 =4 die Abschitzung AZ = (All sin A,)? = 4(1 — 1A2) + O(AY) | al-
so o= —3((N+1)/L)*+ O(N*), so dab Fehler in (2.98) mit exp(3(2)21) verstéirkt
werden kénnen. Da dieser Faktor fiir N — oo unbeschrankt wiachst, kénnen keine gleich-
maBigen Fehlerschranken angegeben werden. .
Ergebnis Fiir jedes der beiden hier betrachteten Systeme partieller Differentialgleichun-
gen mit algebraischen Nebenbedingungen fithrt die Finite Differenzen Diskretisierung auf
semidiskrete DA-Systeme, die bei fixiertem L und hinreichend kleinem A, stets den
Stérungsindex 1 haben. Fiir kleine A, wird die Empfindlichkeit der Lésung gegeniiber
Storungen nur durch Fehlerschranken, die gleichméBig beziiglich A, sind, korrekt be-
schrieben. Ist L ein ganzzahliges Vielfaches von /2, so hat eines der Systeme (2.95) den
Index 2. In Abhéngigkeit von den Koeffizienten der partiellen Differentialgleichungen ist es
hier méglich, daB die Klasse der Semidiskretisierungen den gleichméfigen Stérungsindex 2
hat, i. allg. konnen kleine Fehler jedoch um unbeschrankt grofie Faktoren verstarkt werden.
Es ist in diesem Beispiel nicht méglich, allein aus Kenntnissen tiber die Empfindlichkeit der
Losung der partiellen Differentialgleichungen (2.94) gegeniiber Stérungen Riickschliisse zu
ziehen auf den EinfluB kleiner Stérungen in den semidiskreten Problemen (2.96); hierzu
sind zusétzlich Informationen tiber Details der Ortsdiskretisierung erforderlich.
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2.5 Zusammenfassung

Der Stoérungsindex und die im Zusammenhang mit seiner Definition entwickelte Stérungs-
theorie sind wesentliche und bewéahrte Hilfsmittel bei der theoretischen Untersuchung und
bei der praktischen Realisierung von Diskretisierungsverfahren fiir differentiell-algebra-
ische Systeme. In diesem Abschnitt haben wir fiir verschiedene DA Systeme von héhe-
rem Index, die hdufig in praktischen Anwendungen auftreten, die Stérungstheorie fiir die
analytische und die numerische Losung bis ins Detail entwickelt.

Ein Schwerpunkt lag dabei auf dem Nachweis der (plausiblen) Analogie der Fehler-
schranken fiir die analytische und die numerische Losung. In der Literatur nutzt man
in Konvergenzbeweisen fiir Diskretisierungsverfahren aus, daf} die differentiellen Losungs-
komponenten robust gegeniiber kleinen Stérungen sind. Fiir Index-2- und Index-3-Systeme
in Hessenbergform wurde gezeigt, dafl diese Robustheit ihre Ursache in den Eigenschaften
der analytischen Losung hat. Im Unterschied zu linearen Systemen gibt es jedoch im Fall
nichtlinearer Kopplung zwischen dem differentiellen und dem algebraischen Teil i. allg.
keine Losungskomponenten, die stetig von kleinen Stérungen abhéngen. Die Fehlerschran-
ken beweisen, dafy der Fehlerterm in den differentiellen Komponenten entscheidend davon
beeinfluBt wird, ob und wie stark das System nichtlinear in den algebraischen Variablen
ist. Mit zahlreichen Beispielen wurde belegt, daf die angegebenen Fehlerschranken scharf
sind und i. allg. nicht verbessert werden kénnen.

Fiir nichtlineare Systeme fiihrt der hohere Index bei der numerischen Losung in je-
der Losungskomponente zu einem (gegeniiber der Theorie der gewdhnlichen Differential-
gleichungen) zusétzlichen Fehlerterm, der fiir groBere Schrittweiten gegeniiber dem Diskre-
tisierungsfehler vernachlassigbar ist, fiir kleinere Schrittweiten jedoch rasch unbeschrankt
wéchst. Der zusétzliche Fehlerterm wurde in Testrechnungen nachgewiesen, er entspricht
in der Regel denjenigen Termen in den Fehlerschranken fiir die analytische Losung, die
nicht stetig von Stoérungen im DA System abhéngen. An einem Beispiel wurde jedoch ge-
zeigt, daB der zusédtzliche Fehlerterm in Einzelfillen auch allein durch die Diskretisierung
des DA-Systems entstehen kann.

In der Stérungstheorie haben wir den Einfluf} kleiner Stérungen auf die Losung von
DA-Systemen bewuft nicht nur qualitativ, sondern vor allem quantitativ charakteri-
siert. So werden wir in den folgenden Abschnitten Diskretisierungsverfahren fiir Index-2-
Systeme analysieren und die MKS-Modellgleichungen in Index-2-Formulierung integrie-
ren, obwohl die Losung von Index-2-Systemen nicht stetig von kleinen Stérungen abhangt
— der zusatzliche Fehlerterm ist hier bei geeigneter Iimplementierung in praxi gegeniiber
dem Diskretisierungsfehler vernachldssighbar. Umgekehrt zeigen die Abschétzungen fiir
Systeme mit groBen Baumgarte—Koeffizienten und fiir semidiskretisierte Systeme partiel-
ler Differentialgleichungen, daff Stérungen auch in Systemen mit niedrigem (klassischem)
Storungsindex erheblich verstarkt werden konnen.

Wihrend die Stérungstheorie fiir nichtsteife (gewohnliche) differentiell-algebraische
Systeme vom Index < 3 in Hessenbergform im wesentlichen abgeschlossen ist, sind fiir
die kommenden Jahre Erweiterungen auf Systeme partieller Differentialgleichungen mit
algebraischen Nebenbedingungen zu erwarten. Es ist jedoch fraglich, ob hierzu ein ahnlich
universeller Begriff wie der Stérungsindex fiir gewohnliche DA-Systeme gefunden werden
kann.

Kapitel 3

Zur numerischen L6sung von
Anfangwertproblemen fiir
differentiell-algebraische Systeme

Haufig fithrt die Modellierung naturwissenschaftlicher oder technischer Prozesse auf diffe-
rentiell-algebraische Systeme. Obwohl diese DA-Systeme in der Regel zumindest lokal in
aquivalente Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen transformiert werden kénnten,
ist es fiir die numerische Losung meist giinstiger, direkt das DA-System zu diskretisieren.
Die Frage nach geeigneten Diskretisierungsverfahren erweist sich dabei als auBerordentlich
komplex, denn einerseits miissen (wie in der Theorie gewéhnlicher Differentialgleichungen)
verschiedene Verfahren fiir eine bestimmte Klasse differentiell-algebraischer Systeme mit-
einander verglichen werden, andererseits konnen die Modellgleichungen auf verschiedene
Art formuliert werden. Diese analytisch dquivalenten Formulierungen der Modellgleichun-
gen haben stets dieselbe analytische Losung, dagegen hangen oft Effizienz und Robustheit
der numerischen Verfahren sehr stark von der Auswahl einer geeigneten Formulierung ab.

Generell konnen DA-Systeme von héherem Index nur dann direkt, d. h. ohne vorherige
analytische Indexreduktion, numerisch gelést werden, wenn man bei der Implementierung
die Struktur des DA-Systems beriicksichtigt (z. B. bei der Schrittweitensteuerung). Bei
der Implementierung der Verfahren kann man sich also nicht auf die in den theoreti-
schen Untersuchungen betrachteten DA Systeme mit vergleichsweise einfacher Struktur
(z. B. Hessenbergform) beschranken, die problemabhingigen Schnittstellen der Integra-
tionssoftware miissen statt dessen einen moglichst breiten Anwendungsbereich abdecken.
Neben der theoretischen Untersuchung von Diskretisierungsverfahren fiir DA-Systeme von
héherem Index hat deshalb vor allem die Umsetzung im Computerprogramm besondere
praktische Bedeutung.

In verschiedenen Monographien wird eine Ubersicht der umfangreichen Literatur zur
numerischen Losung von DA Systemen gegeben, wir verweisen hier insbesondere auf die
iiberarbeiteten 2. Auflagen der Biicher von Brenan, Campbell und Petzold ([39]) und
Hairer und Wanner ([84, vor allem Kapitel VI und VII]), daneben auf die klassische
Monographie von Griepentrog und Méarz ([76]), die detaillierte Untersuchung von Runge
Kutta—Verfahren in [81] und die Einfithrung in [154, Kapitel 9 und 10]). Zur dynamischen
Simulation von mechanischen Mehrkérpersystemen (MKS) mit Zwangsbedingungen ist
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eine Monographie von Eich und Fithrer ([57]) in Vorbereitung.

Im vorliegenden Kapitel analysieren wir einige Teilaspekte der numerischen Losung
von DA-Systemen mit glatten Zwangsbedingungen. Der Schwerpunkt liegt dabei auf den
MKS Modellgleichungen und auf Index-2-Systemen in Hessenbergform, z. T. kénnen die
Ergebnisse auch auf andere Anwendungsgebiete iibertragen werden. Zunichst konzentrie-
ren wir uns in Abschnitt 3.1 auf analytische Transformationen von DA-Systemen und
auf die Auswahl einer fiir die numerische Integration geeigneten Formulierung der MKS-
Modellgleichungen. Dabei erweisen sich die Index-2-Formulierung und die Gear-Gupta—
Leimkuhler—Formulierung (GGL-Formulierung) als besonders vorteilhaft.

In Anlehnung an die Stérungstheorie aus Kapitel 2 wird anschlieBend die Konvergenz
partitionierter Ein- und Mehrschrittverfahren fiir Index-2-Systeme in Hessenbergform un-
tersucht (Abschnitt 3.2). Partitionierte Verfahren sind besonders zur Integration nicht-
steifer DA-Systeme geeignet, als Beispiele betrachten wir in Abschnitt 3.3 halb-explizite
Runge Kutta Verfahren und partitionierte Mehrschrittverfahren vom Adams Typ. Durch
neuartige Verfahrensansétze (explizite Stufen, Kombination von Adams—Verfahren mit
BDF) erreicht man wesentlich effizientere Verfahren héherer Ordnung als sie bisher aus
der Literatur bekannt sind. Fiir die dynamische Simulation von mechanischen Mehr-
korpersystemen wird schliellich der Integrator HEDOPSH vorgestellt, der auf einem halb-
expliziten Runge-Kutta—Verfahren 5. Ordnung aufbaut.

Leistungsféhige Integratoren fiir DA-Systeme sind heute Bestandteil von Simulations-
paketen in vielen technischen Anwendungsgebieten. Am Beispiel der dynamischen Simu-
lation von Rad Schiene Systemen mit dem Simulationspaket SIMPACK kommen wir im
nachfolgenden Kapitel 4 auf diese praktische Anwendung der numerischen Losungsverfah-
ren zuriick.

3.1 Indexreduktion und numerische Lésungsverfah-
ren fiir differentiell-algebraische Systeme von ho-
herem Index

Wegen der erheblichen Schwierigkeiten bei der numerischen Lésung von DA Systemen
vom Index > 1 ist es bewéhrte Praxis, bereits vor der Anwendung numerischer Verfah-
ren das DA-System (1.1) analytisch zu transformieren. Fiir Systeme von hoherem Index
(Index 2, Index 3) vereinfacht dies in der Regel die anschlieBende numerische Integra-
tion (vgl. z. B. Beispiel 6), fiir nichtlineare Systeme von hohem Index (Index > 3) ist
die analytische Indexreduktion sogar eine zwingende Voraussetzung fiir eine zuverléssige
numerische Losung.

Diese analytischen Transformationen beruhen auf der Tatsache, daB (unter geeigneten
Glattheitsvoraussetzungen) jede Losung (t) von (1.1) auch

-

d o
T 2(1) =0, (r>0)

erfillt. Enthalt das DA-System (1.1) algebraische Zwangsbedingungen, so geniigt jede
Losung x(t) auch den in %F(t,;r(t),;r'(t)) =0 auftretenden versteckten Zwangsbedin-
gungen. Ersetzt man in (1.1) Zwangsbedingungen durch ihre zeitlichen Ableitungen, d. h.
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durch versteckte Zwangsbedingungen, so bleibt die analytische Lésung des Problems un-
verandert, das neu entstandene analytisch dquivalente DA-System hat jedoch i. allg. einen
niedrigeren Index ([72]).

In diesem Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber numerische Verfahren, die das
indexreduzierte DA-System 16sen und durch geeignete Projektionen oder stabilisierende
Terme garantieren, daff die numerische Losung des indexreduzierten DA-Systems auch die
urspriinglich in (1.1) enthaltenen Zwangsbedingungen méglichst gut erfiillt. Inshesondere
erlaubt die in Kapitel 2 entwickelte Stérungstheorie den detaillierten Vergleich verschiede-
ner indexreduzierter Formulierungen der Modellgleichungen fiir mechanische Mehrkdrper-
systeme ([17]). Fiir die Gear Gupta Leimkuhler Formulierung wird eine Erweiterung auf
MKS mit Kontaktbedingungen angegeben ([20], [23]).

Indexreduktion und Drift-off-Effekt

Das Prinzip der Indexreduktion kann fiir DA Systeme (1.1) allgemeiner Struktur formu-
liert werden, dabei sind neben F(¢,z(t),2'(t)) = 0 die Gleichungen des Ableitungsfeldes
(engl.: derivative array) %F(t,;l‘(t),;r'(t)) =0, (r=1,...,m) fiir ein gewisses m > 0
zu betrachten ([72]). In den letzten Jahren wurden verschiedene Konzepte entwickelt
und in Programmpakete umgesetzt, um die Indexreduktion zu automatisieren und die
indexreduzierten Gleichungen zu integrieren ([116], [47], [100]). Die partiellen Ableitungen
von [ kénnen dabei z. B. mittels algebraischer Formelmanipulationsprogramme (Maple,
Mathematica) oder mittels automatischer Differentiation ([34]) berechnet werden. Weit-
gehend unabhéngig von der Struktur von (1.1) ist die automatisierte Indexreduktion zur
numerischen Losung von DA-Systemen von hohem Index geeignet, wenn die Dimension
des Systems nicht zu grof ist. Der numerische Aufwand zur Berechnung der Losung ist
jedoch erheblich.

Fiir Anwendungen, die auf Modellgleichungen (1.1) einer bestimmten Struktur (z. B.
Hessenbergform) fithren, gelangt man dagegen bei Ausnutzung dieser Struktur zu In-
tegrationsverfahren, die um mehrere Grofenordnungen schneller als bei automatisierter
Indexreduktion sind. Wir beschranken uns hier auf die Modellgleichungen fiir mechanische
Mehrkorpersysteme, fiir die nicht nur die schon in Abschnitt 2.3 betrachteten Modellglei-
chungen

M(q)q"(t) = flg,q\\) —GT(q)A
0 = glq),

sondern auch alle im Ableitungsfeld benétigten Ableitungen der Zwangshedingungen mit

(3.1)

Hilfe von Mehrkoérperformalismen automatisch generiert werden kénnen (vgl. z. B. [141]).
In (3.1) werden die Bezeichnungen von Abschnitt 2.3 verwendet, dabei sind v(t) = ¢'(t)
wiederum die Geschwindigkeitskoordinaten des MKS. Neben den (holonomen) Zwangs-
bedingungen " (q) = g(¢) =0 auf Ebene der Lagekoordinaten erfiillt die Losung von
(3.1) die versteckten Zwangsbedingungen auf Ebene der Geschwindigkeits- bzw. Beschleu-
nigungskoordinaten:

Sola(t) = Glal0)d' (1) = [Gla)el() = (a(0), (1), (32)
d?

0 = Zz9(a(t)) = [GM™H(q)([(g,0,0) = GH(@)A) + gag(@) (v, 0) =7 (g, 0. A) . (3.3)

0 =
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Lemma 5 Wenn gegebene Funktionen q(t), v(t) und A(t) mit v(t) = ¢'(t) die Gleichun-
gen

M(q(t)v'(1) = f(q(t),0(t), A1) = GT(q(t))A(t)
in (3.1) erfillen, dann gilt

1) = g(a) =0, (1€[0.T]) & rO(g(0),o() =0, (te[0,T])
& rPq(t),v(t). A1) =0, (te[0,7]),
sofern " (q(0)) =0 und r'“(q(0),v(0)) =0 ist.
Beweis Aus r'%(¢(7),v(7)) = %r(”(q(r)) , (1 €10,T7]) folgt

ola(®) = ¥a0) = # a0 + [ () ar = [ gt

0 7

also r™(q¢(t)) =0 . falls r“(g(),v(r)) =0, (7 € [0,t]) und r"(q(0)) = 0. Analog be-

weist man die anderen Behauptungen des Lemmas.

(¢) =0 durch r'%(q,v) =0,
die Lésung des Anfangswert-

Ersetzt man in (3.1) die Zwangsbedingung r™(q)
so bleibt also fiir konsistente Anfangswerte mit ¢(q(0))
problems unverdndert. Das entstehende DA-System

=49
=0

/

¢ = v
M(q)o' = flg.v,0) = G (g)A (3.4)
0 = Gl

hat den Index 2 und heiBt Index-2-Formulierung der Modellgleichungen. Ebenso erhilt
man ein zu (3.1) analytisch dquivalentes Index-1-System, die Index-1-Formulierung der
Modellgleichungen, indem ¢(¢) =0 durch r™(g,v,A) =0 ersetzt wird ([154, S. 404f]).
Integriert man die Index-1- oder die Index-2-Formulierung, so wird die numerische Losung
die versteckten Zwangsbedingungen (3.3) bzw. (3.2) mit hoher Genauigkeit erfiillen. Da-
gegen verletzt die numerische Losung i. allg. die holonomen Zwangsbedingungen ¢(¢) =0
in (3.1), die numerische Lésung entfernt sich mit zunehmender Zeit immer weiter von der

Mannigfaltigkeit {n : g(n) =0} (Drift-off-Effekt).

Beispiel 17 Integriert man die Bewegungsgleichungen eines starren Radsatzes fiir das in
Beispiel 27 beschriebene Mandver in Index-1- oder Index-2-Formulierung, so ergibt sich ein
quadratisches bzw. lineares Fehlerwachstum in den Zwangsbedingungen. Abb. 3.1 auf S. 69
zeigt den Abstand des rechten Rades zur Schiene fiir die Integratoren DASSL ([39], Tole-
ranz RTOL = ATOL = 107 ) und RADAUS5 ([84], Toleranz RTOL = ATOL = 107*),
(links: Index-2-Formulierung, rechts: Index-1-Formulierung, man beachte die unterschied-
liche Skaleneinteilung auf der Ordinatenachse). Wegen der Unterschiede in der Schritt-
weitensteuerung ist der Drift fiir die beiden Integratoren verschieden grofi, jedoch heben
fiir beide Integratoren die Rader als Folge des Drift-off-Effekts von den Schienen ab (,,der
fliegende Radsatz“ [55]), fiir praktische Anwendungen sind diese Simulationsergebnisse
vollstandig unbrauchbar.
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Abbildung 3.1: Drift-off-Effekt bei der dynamischen Simulation eines starren Radsatzes.

Alishenas ([1], [2]) untersucht detailliert die Auswirkungen des Drift-off-Effekts und weist
insbesondere nach, daf} dieser Effekt einen (gegeniiber der Integration der zu (3.1) gehoren-
den Zustandsform) zusétzlichen Fehlerterm in der numerischen Losung zur Folge hat
(dieser durch Indexreduktion entstehende Fehlerterm ist nicht zu verwechseln mit dem in
Kapitel 2 nachgewiesenen Fehlerterm %0, h%O, ..., der fiir DA-Systeme von hdéherem In-
dex charakteristisch ist). Alishenas weist nach, daf der Drift fiir die Index-2-Formulierung
deutlich kleiner ist als fiir die Index-1-Formulierung. Fiir die praktische Anwendung ist
es zwingend erforderlich, die numerische Losung zu projizieren, so daf} die Zwangsbedin-
gungen eingehalten werden (vgl. Abschnitt 3.3.2).

Die Kombination von Diskretisierungsverfahren fiir die Index-1- bzw. Index-2-Formu-
lierung mit Projektionsschritten wird u. a. in [2], [55], [106] und [144] untersucht, bei
geeigneter Implementierung bendtigen die Projektionsschritte nur geringfiigigen zusatzli-
chen numerischen Aufwand. In Abschnitt 3.3 werden wir partitionierte Verfahren fiir die
Index-2-Formulierung konstruieren, die bei der Implementierung mit zuséatzlichen Projek-
tionsschritten gekoppelt werden.

Gear—Gupta—Leimkuhler—Formulierung

Ein Nachteil der Koordinatenprojektionen ist, dafl sie Eingriffe in vorhandene Integra-
tionssoftware erforderlich machen. Andert sich die Struktur der Modellgleichungen (z. B.
zusétzliche algebraische Gleichungen wie in (3.14)), so miissen nicht nur die vom Nutzer
bereitzustellenden Teile der Simulationssoftware, sondern aulerdem der Integrator selbst
modifiziert werden. Dies kann vermieden werden, wenn die Zwangsbedingungen auf Lage-
ebene nicht in einem separaten Projektionsschritt, sondern bereits bei der Formulierung
der Bewegungsgleichungen beriicksichtigt werden (vgl. [58] fiir einen Vergleich von zahl-
reichen aus der Literatur bekannten Losungsansitzen).

Das klassische Verfahren hierzu geht auf Baumgarte ([33]) zuriick: Die Zwangsbedin-
gung ¢(¢) =0 wird weder durch (3.2) noch durch (3.3) ersetzt sondern durch

? 1
0 = Z39(a() + 207 9(a(1) + Byla(1)) = 1 (q.0.3) + 201 (g 0) + 5 (q) . (35)
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Die Parameter a und 3 werden so gewéhlt, daf} die Losung der linearen Differential-
gleichung 0 = w"(t) + 2aw'(t) + fw(t) asymptotisch stabil ist, meist setzt man a = f3
(aperiodischer Grenzfall). Das entscheidende (und ungeléste) Problem ist hier die Wahl
der Baumgarte Koeffizienten «, 3. Sind o und /3 klein, so ist (3.5) nahezu identisch
mit (3.3) und die numerische Losung kann sich wiederum weit von der Mannigfaltigkeit
{n : g(n) =0} entfernen. Sind o und /3 sehr groB, so hat das nach Baumgarte stabilisier-
te System zwar den (klassischen) Index 1, seine numerische Lésung ist aber (mindestens)
ebenso kompliziert wie die des Index-3-Systems (3.1) (vgl. Abschnitt 2.4 und [29]).

Statt der Linearkombination in (3.5) erweist es sich als wesentlich giinstiger, sowohl die
urspriinglichen als auch die versteckten Zwangsbedingungen direkt in der Formulierung
der Modellgleichungen zu beriicksichtigen. Der dadurch wachsenden Zahl von Gleichungen
im DA-System tragt man durch Einfithrung von (kiinstlichen) Hilfsvariablen Rechnung.
Ein derartiger Ansatz wurde erstmals von Gear, Gupta und Leimkuhler ([74]) verwendet,
die gleichzeitig die Zwangsbedingungen auf Ebene der Lage- und der Geschwindigkeits-
koordinaten betrachten:

¢ = v=Glqn,

Ha,0,0) = GT()A
0 = Glg)o (=r9g,v)),
0 = glg) (=rq))-

Satz 9 ([74]) Die in (3.6) definierte Gear Gupta Leimkuhler Formulierung (GGL For-

mulierung) der MKS-Modellgleichungen bildet ein DA-System vom Index 2, das zu den
urspringlichen Modellgleichungen (3.1) analytisch dquivalent ist.

s
=
<
—
<
Il

(3.6)

«

Beweis Multipliziert man in (3.6) die dynamischen Gleichungen ,M(g)v’ =...“ von
links mit M~'(q), so erhdlt man ein DA System der Form (1.8) mit y = (¢*,v")T,
z=(n",A")T. Durch elementares Nachrechnen zeigt man, daB fiir dieses System we-
gen (2.56) die Index-2-Bedingung (1.10) erfiillt ist. Da der Differentiationsindex invariant
gegeniiber der Multiplikation mit M ~'(q¢) ist, hat (3.6) nach Beispiel 3b den Differentia-
tionsindex 2. In (3.6) folgt fiir n : [0,7] — R™ aus ¢(¢) =0

d
0= 9(q(t) = Gla)g'(1) = Glg)v — [GGTN(g)n = ~[GCT (g ,

also verschwinden (fiir die analytische Losung) die Hilfsvariablen n identisch, denn (/(q)
hat Vollrang (vgl. (2.56)).

Bemerkung 15 a) Durch die Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen auf Ebene der
Geschwindigkeitskoordinaten wird der Index der MKS-Modellgleichungen auf 2 redu-
ziert, wobei fiir die GGL-Formulierung dariiber hinaus ein Abdriften der Lésung von der
Zwangsmannigfaltigkeit unmoglich ist. Es verringert sich jedoch nicht nur der Index des
DA-Systems und damit die Empfindlichkeit der algebraischen Komponenten A gegentiber
kleinen Stérungen. Besonders wichtig fiir die praktische Umsetzung (z. B. Schrittweiten-
steuerung) ist die Tatsache, daB auch die differentiellen Komponenten ¢ und v sehr viel
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Tabelle 3.1: Fehlerschranken fiir verschiedene Formulierungen der MKS Modellgleichun-
gen (3.1) mit f = f(q,v), (wie in Satz 6 ist D(t) = [[SM76 + 0] ).

Index-3-Formulierung | GGL-Formulierung | Index-2-Formulierung
. 1
g —qll } O([SM~s + O SM16 + o s
o + 10llco + D*(t SM='6+
R 0o + .
o
AN~ y Ol co - D(t
G)e — Glaell] Ol + [0l1cr) 0l D)
A= All O(ll8llco + 1llc=) | OCll8llee +110ller) | Olélles + [[0lle2)

robuster gegeniiber Stérungen sind als im Index-3-System (3.1). Dies folgt aus den Er-
gebnissen der in Kapitel 2 entwickelten Stérungstheorie.

Als Beispiel werden in Tab. 3.1 die Fehlerschranken fiir Index-3-; GGL- und Index-2-
Formulierung in dem aus praktischer Sicht wichtigen Spezialfall f = f(q,v) zusammen-
gefaBt. Wir verwenden hier die Bezeichnungen aus Satz 6, zur Vereinfachung werden die
Fehler in den Anfangswerten vernachldssigt. Das Residuum im differentiellen Teil wird
mit & bezeichnet, 0 ist das Residuum in den n, bzw. 2n, algebraischen Gleichungen.
Waihrend die Abschatzungen fiir Index-3- und GGL Formulierung wegen [\ =0 aus
Satz 6 (mit g = v = 0) bzw. Satz 3a (mit g = 0) folgen, kann man die Fehlerschranke fiir
die Index-2-Formulierung unter Verwendung von %(j =0 analog zu Satz 3b beweisen.
Bis auf den in praxi kaum relevanten Fehlerterm ||0||co - D(t) (vgl. Beispiel 10) sind die
Fehlerschranken fiir die GGL-Formulierung identisch zu denen der Index-2-Formulierung.
Alle Fehlerterme, die Ableitungen von 6 enthalten, sind dabei deutlich kleiner als fiir
die Index-3-Formulierung: [|]|co - [|0]|cx statt [|0]|2, (bzw. ||0]|c1) in den differentiellen
Losungskomponenten und ||0||ca statt ||0]|c2 in den algebraischen Losungskomponenten.
Fiir die numerische Lésung erhdlt man entsprechend fir die GGL-Formulierung zusatz-
liche Fehlerterme der GréBenordnung 6% (in ¢, v) und £6 (in A) statt der Fehlerterme
=07 (in g und S(q)v), +0 (in G(q)v) und %0 (in ) fiir die Index-3-Formulierung. Obwohl
Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten sowohl fiir die Index-3- als auch fiir die GGL-
Formulierung Index-2-Variable (im Sinne des Stérungsindexes) sind, wird trotzdem der
zusitzliche Fehlerterm in allen Losungskomponenten um den (kleinen) Faktor A reduziert,
wenn man die versteckte Zwangsbedingung G/(¢)v = 0 explizit in die Modellgleichungen
aufnimmt.

b) Ausgehend von der Index-2-Formulierung der Modellgleichungen kann man die GGL-
Formulierung (3.6) auch als Hinzunahme der urspriinglichen Zwangsbedingungen ¢(¢q) =0
zur Vermeidung des Abdriftens (und damit zur Stabilisierung der Integration) interpretie-
ren. Dies motiviert die synonyme Bezeichnung stabilisierte Index-2-Formulierung. Fiihrer
und Leimkuhler ([66], [68]) verallgemeinern diese Idee und untersuchen die stabilisierte
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Index-1-Formulierung der Modellgleichungen:
¢ = v (o) M — (59 (g, 0)) 9™
M(q)o" = f(qﬂw\)* T(@A = (57 (g, 0) 9@
(g, 0,)) &)

(g
0 = r9(q,v)

o o
[l

mit Funktionen 7™, 7® : [0,T] — R™ . (In (3.7) ist %‘r“‘)(q) = 219 (g, v) = G(q) ).
Ahnlich wie in (3.6) werden dabei den Gleichungen der Index-1-Formulierung die Zwangs-
bedingungen auf Ebene der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten hinzugefiigt, die man
durch Hilfsvariablen n = ((n™)", (n®)")" € R® an den differentiellen Teil der Modell-
gleichungen ankoppelt. Mit den Bezeichnungen von Tab. 3.1 fithrt dies zu Fehlerschran-
ken O(fSM™6+[|0]|co + [|0]co - D(1)) fiir alle Lésungskomponenten ¢, v und A. Wie
in Abschnitt 2.2.3 1afit sich zeigen, daf} diese Fehlerschranken ebenso wie die Schranken
aus Tab. 3.1 scharf sind. Verglichen mit der GGL-Formulierung verringert die Hinzunah-
me der n) Zwangsbedingungen (3.3) auf Ebene der Beschleunigungskoordinaten zwar den
zusatzlichen Fehlerterm in A, jedoch nicht denjenigen in ¢ und v. Die stabilisierte Index-1-
Formulierung ist deshalb der GGL-Formulierung nur vorzuziehen, wenn n, < n, ist und
die Lagrangeschen Multiplikatoren bzw. die Zwangskrafte mit hoher Genauigkeit berech-
net werden sollen.

Bemerkung 15b zeigt, daB die Hinzunahme versteckter Zwangsbedingungen keines-
wegs in jedem Fall den fiir DA Systeme von héherem Index charakteristischen zuséatz-
lichen Fehlerterm reduziert. Dies hat seine Ursache in dem komplizierten Mechanismus
der Fehlerfortpflanzung in DA-Systemen, der nicht allein durch den (Stérungs-)Index,
sondern vor allem auch durch die Struktur des Systems bestimmt wird (vgl. Kapitel 2).
Der aussagefdhige Vergleich verschiedener Formulierungen von MKS-Modellgleichungen
gab urspriinglich die Motivation fiir die aufwendigen Untersuchungen des Kapitels 2

Als Warnung, dafl durch Hinzunahme versteckter Zwangshedingungen die Empfind-
lichkeit von Lésungskomponenten gegeniiber kleinen Stérungen sogar verstdrkt werden
kann, diene das nachfolgende (akademische) Beispiel:

Beispiel 18 Das Anfangswertproblem y;(0) =0, y2(0) =1, 2(0) = 0 fiir das Index-2-
System

o= 2
v, =z

0 = yity;—1

+

hat eine konstante Lésung y1(t) =0, yo(t) =1, z(t) =0, die vom impliziten Euler-
verfahren exakt bestimmt wird. Wegen f, = (1,1)T = const hiingen die differentiellen
Losungskomponenten y sowohl fiir die analytische als auch fiir die numerische Losung
stetig von Stérungen ab (Satze 3b und 5b). Koppelt man jedoch analog zu (3.7) die ver-
steckte Zwangsbedingung %(yl +ys—1)=0 an dieses System an, so erhilt man das
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analytisch dquivalente System

Y= 271
Y3 = 72— 2y (3.8)
= z 4 2yz ’

0 = y+y;—1,

d. h. das System (2.51) aus Beispiel 10 (I6se 0 = z + 2y,z nach z auf und setze dies in die
Differentialgleichungen ein; die in (2.51) mit z bezeichnete algebraische Variable entspricht
der Variablen 7 in (3.8)). In Beispiel 10 wurde gezeigt, daf} fiir die mit dem impliziten
Eulerverfahren berechnete numerische Lésung von (3.8) die Komponenten y nicht stetig
von Stérungen der Zwangsbedingung y; +yZ — 1 =0 abhiingen, d. h., beim Hinzufiigen
der versteckten Zwangsbedingung entsteht in y der in Abb. 2.4 gezeigte zusitzliche Feh-
lerterm O(+6%).

Fiir die Erweiterung der GGL Formulierung und der stabilisierten Index-1-Formulie-
rung auf DA-Systeme komplizierterer Struktur fithren wir fiir (3.6) und (3.7) eine ein-
heitliche Bezeichnung ein. Sei

/

=1 v |, Ft,z(t),2'(t))= | M(q)v —f%q v, )\;—I—C (A ] - (3.9)
A

Dann erfilllt die Lésung der MKS Modellgleichungen (3.1) die Gleichungen
F(t,e(t),2'(t)) =0 und  #(t,z(t)) =0, (3.10)
wobei fiir die GGL-Formulierung
v ) o= D (g,v) und () = 10 (g) (3.11)

gewahlt wird und fiir die stabilisierte Index-1-Formulierung
o i 7,(Li(q) o
Wg v, )= (g0, A) und - F(t )= () - (3.12)

In (3.10) ist @ € R™ mit n, =2n,+n, und FiQ —R=, 70 Qy — R™ mit ge-
eigneten Mengen Q; C [0,7] X R™ x R™ und Qy C [0,7] x R™ . Mit diesen Bezeich-
nungen kénnen (3.6) und (3.7) zusammengefat werden zu
F(tz(t),«(1) + 3] (ta(t))y = 0
At z(t)) = 0

mit Hilfsvariablen 5 : [0,7] — R™ , die fiir die analytische Losung von (3.1) identisch
verschwinden.

(3.13)
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Stabilisierte Integration mit dem Integrator ODASSL ([66])

Aus der Literatur sind verschiedene Ansédtze zur numerischen Losung von DA-Systemen
bekannt, die dhnlich wie die GGL-Formulierung sowohl den Index des Systems reduzieren
als auch garantieren, daff die urspriinglichen Zwangsbedingungen eingehalten werden (vgl.
z. B. [84, Kapitel VIL.2]). Ebenso wie fiir (urspriingliche und versteckte) Zwangsbedingun-
gen kann man dabei erreichen, dafl die numerische Losung auch andere Invarianten der
analytischen Losung  wenn es solche gibt erfilllt. Je nach dem Anwendungsgebiet
ergeben sich solche Invarianten z. B. aus der Masse- oder der Energieerhaltung (vgl.
z. B. [71], [1], [143], [59]). Eine Minimalanforderung an all diese Lésungsansétze ist, daf}
sie auf eindeutig losbare Anfangswertprobleme fiithren miissen, die zu dem urspriinglich
gegebenen Anfangswertproblem analytisch dquivalent sind.

Von Fiihrer ([66]) wurde mit dem Integrator ODASSL eine Modifikation des BDF-
Codes DASSL ([129]) entwickelt, die es — zunéchst unabhéngig von der konkreten Anwen-
dung  prinzipiell erméoglicht, eine numerische Losung fiir ein Anfangswertproblem eines
DA-Systems F(t,2(t),2/(t)) = 0 zu bestimmen, die gewissen vorgegebenen Gleichungen
F(t,2) =0 geniigt (7 =0 sind z. B. Zwangsbedingungen oder Invarianten der analyti-
schen Losung). Wihrend die analytische Losung 2(t) wie in (3.10) sowohl F(t,z, ') = 0
als auch 4(t,2) =0 erfiillen soll, fithrt die Diskretisierung in jedem Integrationsschritt
auf iiberbestimmte nichtlineare Gleichungssysteme, die i. allg. keine klassische, sondern
nur eine verallgemeinerte Losung haben (ODASSL = DASSL fiir iiberbestimmte (Over-
determined) DA-Systeme). ODASSL berechnet eine (klassische) BDF-Diskretisierung
des erweiterten DA Systems (3.13) und kann deshalb als Verallgemeinerung der GGL
Formulierung angesehen werden ([68]). ODASSL arbeitet besonders effizient, weil in (3.13)
die Hilfsvariablen 7 bei der Schrittweitensteuerung unberiicksichtigt bleiben, aufierdem
wird statt des Terms 77 (¢, z)n ein Term (Ar'lf] verwendet mit einer Matrix (/& At ),
die man jeweils {iber mehrere Integrationsschritte konstant halt.

ODASSL wird (u. a. als Bestandteil des MKS—Simulationspakets SIMPACK, vgl.
Abschnitt 4.4) erfolgreich zur Integration der GGL Formulierung und der stabilisierten
Index-1-Formulierung der MKS-Modellgleichungen (3.1) eingesetzt. So ist es naheliegend,
ODASSL auch zur Integration von MKS-Modellgleichungen komplizierterer Struktur, die
z. B. bei der Modellierung von MKS mit Kontaktbedingungen auftreten, zu verwenden
(vgl. Abschnitt 4.1). Eine direkte Ubertragung des Ansatzes (3.13) auf DA Systeme be-
liebiger Struktur fiihrt jedoch nicht zum Erfolg ([23]):

Beispiel 19 Gegeben sei das Anfangswertproblem y;(0) = y»(0) = s(0) = 2(0) =0 fiir
das Index-2-System F(z,2') =0 mit = = (y1,y2,5,2)7 und

Flaay=(yy—z,ph— 2, —s, y1 +y2+5°)" .

Durch Differentiation der Zwangsbhedingung y; + y2 + 5% = 0 erhalten wir wegen y] = =,
yy =z und ¢ =0 das dquivalente Index-1-System F(z,2') =0 mit

F(;z‘,.v'):(y1—2~y;—2~,_5125)T~,

dessen (identisch verschwindende) Losung die urspriingliche Zwangsbedingung #(x) = 0
mit ¥(z) =y +y2 +s* erfiillt. Mit diesen Funktionen I, § hat aber das erweiterte
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DA System (3.13) neben der urspriinglichen Losung y1(¢) = y2(t) = s(t) = 2(t) =0 eine
zweite Losung

nlt) = —1/2, ya(t) = /2, s(t)=VI, =(1)=0, y(t)=—1/2,

d. h., das DA System (3.13) ist nicht analytisch dquivalent zu dem urspriinglichen DA
System ['(z,2’) = 0.

Bemerkung 16 Ahnlich wie in Beispiel 19 fiihrt der in Abschnitt 4.1 beschriebene Zu-
gang zur Modellierung von MKS mit Kontaktbedingungen auf Modellgleichungen der
Form

M(q)q" = f(g,5,4 ) = G"(q.5)A
0 = hig,s) (3.14)
0 = g(g,s)

mit G(q,s) := [§, — Gshs " he](q, s) , in denen neben den Zwangsbedingungen §(q,s) =0
weitere algebraische Gleichungen auftreten. Diese Gleichungen h(g,s) =0 bestimmen in
Abhéngigkeit von den Lagekoordinaten ¢ eindeutig die Kontaktpunktkoordinaten s.

Lemma 6 st die Jacobimatriz h, in einer Umgebung einer Lisung von (3.14) regulir, so
ist das Gleichungssystem h(q,s) =0 lokal eindeutig nach s auflésbar und definiert eine
Funktion o : R™ — R™ mit h(q,0(q)) =0 . Mit dieser Funktion o ist (3.14) dquivalent
zu MKS-Modellgleichungen in der Standardform (3.1) mit

R . , 0
fla,v.A) = f(g,0(q),v,0), g(q) =3g(q,0(q)) und G(q)= %g(q)-
Beweis Die Existenz von o folgt aus dem Satz {iber die implizite Funktion. Wegen

h(q,0(q)) =0 ergibt sich 0= D,h(q,0(q)) = h,+ h, 0o, und
9a(0) = D14, 0(9)) = Go + 8573 = o — §sh7 "y = Gilg, 0(0)) -

Ersetzt man in (3.14) jeweils s durch o(g), so ergibt sich also (3.1) mit G(q) = g4(q) - -

Im weiteren betrachten wir MKS-Modellgleichungen (3.14), die auf dem in Lemma 6
angegebenen Weg in ein dquivalentes DA System (3.1) transformiert werden konnen, das
die Voraussetzungen aus Abschnitt 2.3 erfilllt. Die Transformation (3.14) — (3.1) er-
leichtert die analytischen Untersuchungen, numerisch ist es jedoch giinstiger, die Index-1-
Gleichungen h(g¢,s) = 0 nicht explizit aufzulésen, sondern s = o(q) als Teil der Korrek-
toriteration im Integrator berechnen zu lassen ([148]).

Durch Differentiation der Zwangsbedingung (g, s) := g(¢,s) = 0 in (3.14) ergeben
sich wie in (3.2) und (3.3) die Zwangsbedingungen auf Ebene der Geschwindigkeits- und
der Beschleunigungskoordinaten, wobei die zeitlichen Ableitungen s'(¢) und s”(¢) durch
implizite Differentiation aus h(g(t),s(t)) =0 bestimmt werden (z. B. h,¢’ + hss’ = 0):

d . .
0= E(q*) =00q' (1) + g5 5'(1) = [g — gshs_lhq](%s) q'(t) = G(g,s)v =: 79 (g, 5,0),
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d* )
0=—3q(q.s)=:7%(q,s,v,\).
g2 s) (g )

Analog zu (3.9) fassen wir die Funktionen in (3.14) zusammen zu

¢ —v ,
0(:68) = (M g0, 0+ (a0 ) ) = (P05 g
F)’(quﬂv'/\) N

mit @ := (7,sT)T und € := (¢F, 0T, )T . Es gilt 2 € R™ mit n, = 2n, + n, +ny
und wie in (3.9) bildet F eine Teilmenge des R*"*! nach R ah.

Mit diesen Bezeichnungen werden als Verallgemeinerung der GGL-Formulierung und
der stabilisierten Index-1-Formulierung auf Modellgleichungen der Form (3.14) die beiden
DA Systeme (3.13) und (3.18) betrachtet. Dabei nennen wir die erweiterten DA Systeme
(3.13) und (3.18) wie in (3.11) eine GGL-Formulierung von (3.14), falls

y(t ) ==79(q,s,v) und F(t,x):=7"(q,s) (3.16)

und eine stabilisierte Index-1-Formulierung von (3.14), falls

y(t, ) = #(q,s,v,A) und F(t,z):= (g, s) (3.17)
YL T) = qy 5,0, Ty T) = ‘f(G)(q,S,U) . 9.
Berechnung des Kontaktpunkts (links) Seitenverschiebung des Radsatzes

0.04
o
n 0.2 G-© Standard 0.02
—~ — o ]
g 0.15 modifiziert
< o1 E o
£ >
s 0.05
2 -0.02
o e e G-© Standard
~0.05 ~0.04 modifiziert
0 1 2 0 1 2
Zeit t[s] Zeit t[s]

Abbildung 3.2: Vergleich verschiedener Korrektoriterationen in ODASSL bei Anwendung
auf Modellgleichungen (3.14).

Die moglichen praktischen Auswirkungen des Effekts, den wir oben an dem einfachen
Beispiel 19 theoretisch untersucht hatten, zeigt Abb. 3.2. Hier wurden die Bewegungs-
gleichungen eines starren Radsatzes in stabilisierter Index-1-Formulierung integriert (das
Fahrman6ver wird in Beispiel 27 beschrieben; die analytische Lésung der Bewegungsglei-
chungen strebt gegen einen Grenzzyklus, vgl. Abb. 4.4). Die Funktion A(q,s), die die
Lage des Kontaktpunkts definiert, ist Bestandteil von F. Fiir die Standardimplementie-
rung (3.13) von ODASSL (in Abb. 3.2 mit ,,0“ markiert) erfiillt die BDF-Losung deshalb
nicht die Gleichungen h(q,s) =0 ,sondern nur h(gy,,s,)+ ;,';‘I(r,,)nn =0 (Abb. 3.2 links,

-1
-1
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»0%). Der groBe Fehler in s verfalscht die Simulationsergebnisse vollkommen, bei ¢ = 0.56's
bricht die Integration ab.

Wir konstruieren deshalb eine zu (3.14) analytisch dquivalente Formulierung, fiir die
die numerische Losung nicht nur die Zwangsbedingungen ¢(¢,s) =0, sondern auch die
Index-1-Gleichungen h(g,s) =0 im Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit einhélt. Hier-
zu wird statt (3.13) eine BDF-Diskretisierung von

DL, E(1), (1), (1)) + (e — 3ohT he] (1. £(1), (1)) Tn = 0
h(&(t),s(t)) = 0 (3.18)
F(t,E(L),s(t) = 0

berechnet, d. h., der Term

in (3.13) wird hier durch

(e by,

ersetzt. Man beachte, daf sich (3.13) und (3.18) nur fir MKS Modellgleichungen der
erweiterten Form (3.14) unterscheiden; fiir Gleichungen in Standardform (3.1) fallen beide
Ansétze zusammen.

Satz 10 Ist in dem erweiterten DA System (3.18) die Funktion ® durch (3.15) bestimmt
und werden die Funktionen v und % entweder nach (3.16) oder nach (3.17) gewdhlt, so bil-
det (3.18) ein Index-2-System, das zu den Modellgleichungen (3.14) analytisch dquivalent
ist.

Beweis Wie in Lemma 6 kann in (3.18) das Gleichungssystem h(£,s) = h(g,s) =0
nach s aufgelést werden: s = o(q) . Setzt man in (3.18) fiir s diese Funktion o(¢) ein und
ersetzt anschlieBend ®, v und 4 durch die Funktionen aus (3.15) und (3.16), so ergibt
sich die klassische GGL-Formulierung (3.6) fiir MKS—-Modellgleichungen der Standard-
form (3.1) mit f(q,v,A) = f(g,0(q),v,A\) und g(q) = §(¢.0(g)) = 0. Nach Lemma 6 ist
dieses DA-System (3.1) dquivalent zu den Modellgleichungen (3.14). Damit folgt die erste
Behauptung aus Satz 9. Analog kann man nachweisen, daf} (3.18) auch fiir die stabilisierte
Index-1-Formulierung, d. h. fiir die in (3.17) definierten Funktionen v und ¥ &quivalent
zu (3.14) ist.

Verwendet man den modifizierten Ansatz (3.18), so fithren die GGL-Formulierung
und die stabilisierte Index-1-Formulierung also auch fiir MKS-Modellgleichungen der
Form (3.14) auf DA Systeme vom Index 2, die zu dem gegebenen Index-3-System (3.14)
analytisch dquivalent sind. Aus der Konvergenztheorie fiir Mehrschrittverfahren folgt, dafl
die BDF bei Anwendung auf diese Index-2-Systeme unter geeigneten Voraussetzungen ge-
gen die analytische Lésung von (3.14) konvergieren ([74], [84, Satz VIIL.3.5], vgl. auch den
nachfolgenden Abschnitt 3.2.2).
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Die vorgeschlagene Modifikation (3.18) erfordert innerhalb des Integrators ODASSL
ausschlieBlich Anderungen der Korrektoriteration; fiir die Details des Algorithmus und
verschiedene Simulationsergebnisse verweisen wir auf [23]. Mit dieser Modifikation des
Korrektors steht der volle Leistungsumfang von ODASSL auch fiir Modellgleichungen der
Form (3.14) zur Verfiigung. In Abb. 3.2 markiert ,+“ die mit dem nach (3.18) modi-
fizierten Integrator berechneten Simulationsergebnisse, das rechte Diagramm zeigt eine
der Lagekoordinaten ¢ (vgl. Abb. 4.4). Die numerische Losung ist korrekt und erfiillt im
Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit die Gleichungen %(¢,s) =0 (linkes Diagramm).

Zusammenfassung

Analytische Transformationen zur Indexreduktion sind das entscheidende Hilfsmittel bei
der numerischen Lésung von DA-Systemen von héherem und hohem Index. Unter Beriick-
sichtigung der Struktur des DA Systems konnen solche indexreduzierten Systeme nu-
merisch effizient gelost werden. Speziell fiir MKS Modellgleichungen ist die Kopplung
von Indexreduktion und Projektion vorteilhaft, daneben erweist sich auch die GGL-
Formulierung der Modellgleichungen als besonders geeignet. Sowohl die Projektionsschrit-
te als auch die GGL Formulierung lassen sich von den oft ausschlieflich betrachteten
Systemen der (Standard-)Form (3.1) auf DA-Systeme allgemeinerer Struktur (z. B. (3.14))
ibertragen. Die Anpassung vorhandener Integrationssoftware an Modellgleichungen mit
komplizierter Struktur erfordert dabei besondere Sorgfalt.

3.2 Konvergenz von numerischen Verfahren fiur dif-
ferentiell-algebraische Systeme vom Index 2 in
Hessenbergform

Bei der Untersuchung numerischer Verfahren fiir DA-Systeme wurde zunéchst vorwiegend
die direkte Ubertragung von numerischen Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichun-
gen auf DA Systeme betrachtet (beginnend mit den Arbeiten von Gear [70] fiir BDF und
Petzold [131] fiir Runge Kutta Verfahren). Inzwischen gibt es jedoch eine Vielzahl von
Diskretisierungsverfahren, die der speziellen Struktur von DA-Systemen angepafit sind.
Einen besonderen Schwerpunkt bilden hierbei Einschrittverfahren fiir Index-1-Systeme in
Hessenbergform (vgl. hierzu z. B. den aktuellen Uberblick in [138, Abschnitt 3.2] und die
detaillierte Untersuchung von linear-impliziten Verfahren in [9]).

Fiir Index-1-Systeme in Hessenbergform sind die Zwangsbedingungen direkt nach den
algebraischen Variablen auflésbar, bei der Konstruktion numerischer Verfahren versucht
man daher im wesentlichen, die Auflésung der Zwangsbedingungen méglichst effizient mit
der zeitlichen Integration des differentiellen Teils zu koppeln. Dagegen ergeben sich fiir
Index-2-Systeme qualitativ neue Probleme, weil hier die Losung des DA-Systems nicht
mehr stetig von kleinen Storungen (wie sie bei Rechnungen in Gleitpunktarithmetik un-
vermeidbar sind) abhangt. Es gibt deshalb in der Literatur verschiedentlich Ansétze,
Index-2-Systeme fiir die numerische Lésung durch Regularisierung in Index-1-Systeme zu
iiberfithren (z. B. [30], [60], [85]. [121]). Wegen der Schwierigkeiten, die hierbei entstehen-
den steifen Index-1-Systeme numerisch zu 18sen, ist es jedoch giinstiger, Index-2-Systeme
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direkt zu lésen und den in Abschnitt 2.2 untersuchten zusitzlichen Fehlerterm (der fiir
h — 0 unbeschrankt wéchst) bei der Implementierung der Verfahren zu beriicksichtigen.
Inzwischen gibt es sowohl fiir allgemeine Index-2-Systeme in Hessenbergform als auch
speziell angepafit an nicht-steife Systeme (vgl. Abschnitt 3.3) effektive numerische Ver-
fahren einschlieBlich der zugehorigen Integrationssoftware. Die Entwicklung von Verfahren
konzentriert sich dabei auf Index-2-Systeme, weil sie in verschiedenen Anwendungsgebie-
ten direkt als Modellgleichungen oder nach der in Abschnitt 3.1 beschriebenen Index-
reduktion auftreten. Die direkte Diskretisierung von DA-Systemen vom Index > 2 ist
zwar (zumindest fiir Index-3-Systeme in Hessenbergform) prinzipiell méglich (vgl. z. B.
[104], [81, Kapitel 6], [123], [124], [93], [94], [162]), hat aber wegen der enormen Probleme
bei der Implementierung (vgl. Beispiel 6) in praxi kaum Bedeutung.
Bei der Untersuchung numerischer Verfahren betrachten wir Index-2-Systeme in Hes-
senbergform
y(t) = fly(t),=(1)), (te[0,T]),
0 = g(y®). y(0)=yo, 2(0)=z2,

die  wiein Abschnitt 2.2 eine hinreichend oft stetig differenzierbare Losung y : [0,7]
—R™ , z:[0,7] = R"™ haben; in einer Umgebung dieser Lésung sollen auch f und g
hinreichend oft stetig differenzierbar sein. Als Vereinfachung gegentiber Bedingung (2.8)
in Abschnitt 2.2 fordern wir hier, daf} die Indez-2-Bedingung

(3.19)

[92J)(n.C)  regulir (3.20)

fiir alle Vektoren (1,() in dieser Umgebung erfillt ist.

Einen systematischen Weg, ausgehend von Verfahren fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen Diskretisierungsverfahren fiir DA Systeme zu konstruieren, beschreibt der direk-
te Zugang ([81], vgl. auch [70], [131]): Man ersetzt in (3.19) die algebraische Gleichung
0=g(y(t)) durch ez'(t) = g(y(t)) mit 0 <e < 1 und betrachtet in der Verfahrensvor-
schrift eines fiir die Losung solcher singular gestorter Systeme gewdhnlicher Differential-
gleichungen geeigneten Verfahrens den Grenziibergang ¢ — 0. Die auf diese Art konstru-
ierten Verfahren sind nicht an die spezielle semi-explizite Struktur von (3.19) gebunden
(vgl. z. B. [70], [131], [81] und insbesondere auch die Arbeiten von Mérz und anderen [76],
[114], [86], [155], [15]). Wegen des engen Zusammenhangs von singular gestérten Systemen
gewohnlicher Differentialgleichungen zu DA-Systemen erklart die theoretische Untersu-
chung der mit dem direkten Zugang konstruierten Verfahren auerdem z. T das Verhalten
von Diskretisierungsverfahren fiir Probleme mit singuldren Stérungen ([79], [80], [107]).

Die in der vorliegenden Arbeit ndher untersuchten Verfahren folgen dagegen dem in-
direkten Zugang, d. h. dhnlich wie bei partitionierten Verfahren fiir Systeme gewdhn-
licher Differentialgleichungen (vgl. z. B. [160]) wird bereits wihrend der Konstruktion
der Verfahren die spezielle Struktur des DA Systems (3.19) ausgenutzt. Dies kann schon
fiir steife DA-Systeme niitzlich sein (z. B. die Kopplung von impliziten Runge-Kutta—
Verfahren vom GauB-Typ mit der Projektion der numerischen Losung auf die Mannig-
faltigkeit {n : g(n) =0} [31]), vor allem wird so aber die effiziente Losung nicht-steifer
DA Systeme ermoglicht. In den nachfolgenden Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2 beweisen wir
die Konvergenz von halb-expliziten Runge-Kutta—Verfahren (HERK) bzw. von partitio-
nierten linearen Mehrschrittverfahren (PLMSV). In beiden Féllen sind (nichtlineare) Glei-
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chungssysteme nicht  wie fiir den direkten Zugang  zur Berechnung aller Komponen-
ten y und z, sondern nur zur Berechnung der algebraischen Komponenten z zu 18sen.

Fiir Index-2-Systeme gibt es in der Literatur eine Reihe verschiedener Ansitze zum
Beweis der Konvergenz numerischer Verfahren (z. B. [40], [74], [81], [104], [114]). Wir wer-
den in diesem Abschnitt weitgehend der einheitlichen Darstellung der Konvergenzbeweise
fir Ein- und Mehrschrittverfahren in [84, Kapitel VII] folgen, die auf die Arbeiten von
Hairer, Lubich und anderen zuriickgeht. Der Konvergenzbeweis gliedert sich hier in die
Untersuchung des lokalen Fehlers (in Abschnitt 3.3) und die Untersuchung der Fehler-
fortpflanzung wahrend der Integration (im vorliegenden Abschnitt), letztere lehnt sich an
die bekannten Mechanismen der Fehlerfortpflanzung in der analytischen Lésung an (vgl.
Abschnitt 2.2.1).

Wie in Abschnitt 2.2.2 fiir das implizite Eulerverfahren gezeigt (und in der Theorie
der numerischen Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen tiblich), ergibt sich
prinzipiell die Konvergenz der Verfahren als Spezialfall von Schranken fiir den Einfluf§
beliebiger kleiner Fehler auf die numerische Lésung. Zur Vereinfachung der Darstellung
konzentrieren wir uns in diesem Abschnitt jedoch ausschlieflich auf Konvergenzuntersu-
chungen (d. h. auf die Fortpflanzung der Diskretisierungsfehler) und verweisen fiir den
Nachweis allgemeinerer Fehlerschranken, die auch Stérungen in den algebraischen Glei-
chungen beriicksichtigen, auf Abschnitt 2.2.2 und auf [10], [15].

3.2.1 Halb-explizite Runge-Kutta—Verfahren fiir differentiell-
algebraische Systeme vom Index 2 in Hessenbergform: De-
finition und Konvergenz

Unter den Einschrittverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen sind insbesondere

explizite Runge Kutta Verfahren zur Integration nicht-steifer Anfangswertprobleme ge-

eignet. Als Verallgemeinerung auf Index-2-Systeme (3.19) wurden 1989 von Hairer et al.

([81]) halb-explizite Runge—Kutta—Verfahren (HERK-Verfahren) eingefiihrt, die wir hier

in der (gegeniiber der Darstellung in [81] verallgemeinerten) Form

i—1

Vo= ya+h Y aiyf(Yaj. Zej)
= L (i=1,...,%),

i = Yo+ h Z W'ijf(yynfznj) , g(’]ni) =0 (321)
j=1

Ynit = Yn A B D 0TV Zaj) o g = Y di 2
j=1

j=1

betrachten. Neben den Koeffizienten b;, a;;, (1,7 =1,..., s) des zugrundeliegenden s-stu-
figen expliziten Runge Kutta Verfahrens treten in (3.21) zusitzliche Parameter v;;, d;
auf. Hinsichtlich der Stufenzahl unterscheiden wir die Félle § = s (also gleiche Stufen-
zahl im expliziten Runge-Kutta—Verfahren und im HERK-Verfahren) und §=s+1
(eine zusatzliche Stufe wird angefiigt, vgl. Bemerkung 25). Insbesondere sei b; = a,41; ,
(j=1,...,5) und auBerdem b; :=0, (j > s), a;; =0, (j > i) sowie v; : =0, (j > 1).
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Die Parameter a;; bestimmen ¢; := ZI a;j , wobei hier wie im folgenden stets von 1 bis §
zu summieren ist, wenn nicht explizit andere Summationsgrenzen vorgegeben werden. Es
ist ¢ =0, auBerdem soll gelten ¢; # 0, d. h. as # 0. Fiir die Koeffizienten d; der
Linearkombination z,4; = EJ- d;Z,; wird vorausgesetzt

5

dodi=1.

j=1

Bemerkung 17 a) In der i-ten Stufe des Verfahrens liegen neben y, bereits die Stu-
fenvektoren Y,1,...,Y,i,.Z1,. .., Z, ;1 vor. Hieraus wird (falls v;; # 0 ) zunéchst Z,; als
Losung ¢ des nichtlinearen Gleichungssystems

i—1

0= ¢(C) = g(yn + h Z')z]f(};lJ‘ Z“j) + IZ”Viif(y;ziw ()) (322)

j=1

bestimmt, so daB schlieBlich f(Y,;, Z,;) und damit (falls 7 < §) auch Y} ;41 berechnet wer-
den kann. In jeder Stufe von (3.21) mit 7;; # 0 ist ein n,-dimensionales Gleichungssystem
zu losen.

b) Die in [81] eingefithrten HERK—Verfahren wurden (unabhéngig voneinander) von Hi-
gueras Sanz ([90]) und von Brasey und Hairer ([36], [37], [38]) im Detail untersucht.
Sie sind in (3.21) durch §=s, v =aiy1;, (i=1,...,s—1, j=1,...,0), 75 =0b;,
(j =1,...,s) charakterisiert. Fiir die Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung ist
es giinstiger, statt dieser Parameter HERK—Verfahren mit einer expliziten ersten Stufe zu
betrachten ([118], [21], vgl. Bemerkung 21). Im folgenden beschrinken wir uns daher auf
Verfahren mit

=0, (= 1L.oid)

und setzen (da hier in der ersten Stufe kein Gleichungssystem zu 1sen ist)
D1 1= Zp - (3.23)

¢) Um die Losbarkeit der Gleichungssysteme (3.22) zu garantieren, wird vorausgesetzt
i 20, (1=2,...,5). Fait man nun die Koeffizienten 7;; zu einer (unteren Dreiecks-)
Matrix zusammen und ersetzt v11 durch die Zahl 1, so ergibt sich eine reguldre Matrix.
Fiir die Elemente w;; der inversen Matrix

1 -1
. Y21 Y22
w=| T
Va1 Ys2 ottt Vss

gilt w615 + Zfﬂ wi;Yik = 6, (1, k=1,...,8) mit dem Kroneckerschen Delta 6;.

Lemma 7 (vgl. [38]) Gegeben seien Vektoren (y,,zn) , die fir ein p € (0,1] die Be-
dingungen

l[yn = y(t)ll + 20 = 2(ta)ll = OA*) , llg(ya)ll = O(A'**)
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erfillen. Unter der Vorausselzung y11 =0, 73 #0, (i=2,...,8) ist das HERK Ver-
fahren (3.21) mit (3.23) wohldefiniert, d. h., fir hinreichend kleine Schrittweiten h sind
die Gleichungssysteme (3.22) lokal eindeutig lGsbar.

Beweis Mittels vollstandiger Induktion wird fir ¢ = 2,...,§ bewiesen, daf in der i-ten
Stufe das Gleichungssystem (3.22) eine Lésung ¢ = z, + O(h*) hat,so daB Y, ;41 = y. +
O(h) und Z,; = z, + O(h*) gilt.

Ist die Induktionsvoraussetzung erfiillt, so gibt es Konstanten Cy, €y, C3, die von y,,
Zp, h und g unabhdngig sind und fiir die gilt

(@ (za)) 7| < (— [@cc(zn)ll < Cah, [(@c(2a)) ' @(2a)]| < Cob
denn ¢(y,) = O(h'tH) und (9 1(Yns z0) = 9y [1(y(t2), 2(t,)) + O(h*) = O(h*). Deshalb

folgt die lokal eindeutige Auflésbarkeit von (3.22) (und damit auch die Behauptung des
Lemmas) aus dem Satz von Newton-Kantorovich ([122]). g

Wegen der expliziten Stufe pflanzen sich wihrend der Integration Fehler in den hier
betrachteten HERK—Verfahren nicht nur (wie bei impliziten Runge-Kutta—Verfahren und
bei den HERK—Verfahren aus [81]) in den differentiellen Komponenten y, sondern auch
in den algebraischen Komponenten z fort. Zum Konvergenzbeweis wird zunéchst (analog
zu [81]) die Fehlerfortpflanzung in einem emzelnen Integrationsschritt untersucht. Hierzu

seien Vektoren }m Zm gegeben mit an =2, und
i—1
Y, = Ll)rz+/lzaij./(§:zj72nj)+l15i
=t L i=1,...,8). (3.24)
0 = (i 0370 s Z00))
j=1

Satz 11 (vgl. [81, Satz 4.2]) Glegeben sei ein HERK—Verfahren (3.21) mit (3.23) und
11 =0, 7% #0, (1=2,...,5). Dann gibt es fiir beliebige Vektoren (y,,z,), (Ju,2.), die

[y = y(ta)ll + II:n —2(ta)l = O(") g — y(tn)] = z(ta) || = O(A")

und
lg(ya)ll + llg(Ga) [l = OR** ), [[6]] := max; [|6:]] = O(h*) , ||0]| := max; [|6:]] = O(h'**)
mit einem p € (0,1] erfillen, Vektoren (Yni, Zn;), ()A"m m) (i=1,...,8) mit (3.21)
bzw. (3.24) und

Vi = y(t) | + 1 Zai — 2(t)] = Oh*) , Vi = y(ta) | + 1 Z0i — 2(t)]| = O(h*) ,

sofern die Schrittweite h > 0 hinreichend klein ist.
Es gibt eine von h, 6 und 0 unabhingige Konstante C', so daf$ fir diese Vektoren gilt

Vi = Yaill < Clgu = wall + All 20 = 2all + RS+ 1101 (3.25)

. X 1 X o ,
120 = Zni = win(Za = za)ll < C(5 N9y (y(8)) G = ya) | + Bl = wall + (3.26)

1
R E =zl + ol + 1) -
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Beweis Die Existenz der Vektoren (Yy;, Zy;), (f’m, Z,“) folgt wie in Lemma 7. Fiir den Be-
weis von (3.25), (3.26) werden die Bezeichnungen gy := g,(y(t.)) , fI':= fo(y(ts), 2(ts)) ,
Y= (YA, Y 2= (2, 2T

ns ns

die Hilfsvektoren 1:=(1,...,1)" € R’ und e;:= (1,0,...,0)" € R’ sowie die Kro-
neckerprodukt—Schreibweise verwendet. Dann folgt aus (3.21) und (3.24)

oY =10 (G — o) + OWIT — V][ + OWIZ — 7] + OIS, (3.27)
weil f Lipschitz- stetlg 1st
Wendet man \1/( fo 9)dd aufl W(&) := g(npi + O(ini — Nn)) mit ;=
U+ Y257 F (Y, ,1]) an, so elhalt man aus der trivialen Identitat
gy 121 (Zur = Zuy = (3 — 22)) = 0
und aus dem algebraischen Teil
WA DY Al (Vo Zu) = 0+ 03 3l Vi Zu) = 01 (= 2,.5)

von (3.21) und (3.24) den Ausdruck

(1—e1) @ (g (i — ya)) + O [ — yal| + O Y — Y| +

+hW @ I)((I®[g) 7))+ OWWZ =Z)=h(I® Loy [I])(ex @ (2, — z4)) = O(]|0]])

und damit

. , X 1 oo .
Z=2Z=Wer@ (2 —z) = O(3)llgy - (G = ya)ll + 4§ = yull) +

A | (3.28)
OWY = Y[+ O(R) 2 = zall + O(110]])

Hierbei wurde ausgenutzt, daBl W~! mit Ausnahme der ersten Zeile die Koeffizienten v;;

enthélt (Bemerkung 17c), daB W @ [ und I @ [g; fI'] vertauschbar sind und daB [g; f7]
wegen der Index-2-Bedingung (3.20) regulér ist. Setzt man (3.28) in (3.27) ein, so folgt

V=Y = 0W)][d — wall + OWIY = Y| + O(h)| 2 — za]| + O(R]3]|) + O(l10]])

und damit Behauptung (3.25) sowie mit (3.28) auch Behauptung (3.26). -

Fiir den Konvergenzbeweis fiir HERK-Verfahren gibt Satz 11 an, wie sich die Diskre-

tisierungsfehler in einem einzelnen Integrationsschritt fortpflanzen.

Definition 6 In (3.24)sei §; =0, 0;,=0,(:=1,... §) nd ¥y, %, durch die analytische
Losung von (3.19) bei ¢, gegeben Un = y(tn) .

Mit §pq1 :=9n +h Z] bjf(Ynj, n]-) und 2,4 = E d an heiflen
Syn(tn) == g1 —y(tn + 1) und  bz4(tn) := Zogq — 2(tn + 1)

lokale Diskretisierungsfehler des HERK—Verfahrens (3.21) im differentiellen bzw. im alge-
braischen Teil.
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Satz 12 Gegeben sei ein HERK Verfahren (3.21) mit (3.23) und
=0, v #0, (i=2,...,8) und ~,;=0;,(j=1,....9), (3.29)

das die Kontraktivitdtsbedingung
K= ‘Zdjwﬂ' <1 (330)
=1

erfillt und lokale Diskretisierungsfehler der Ordnung
Syn(t,) = O(h™) , P(t,)éyn(t,) = O(h*hy | éz,(t,) = O(h*Th) (3.31)

hat (vgl. die Definition (2.12) des Projektors P(t)). Ist ¢ :=min(qy,q. +2) > 2, so kon-
vergiert das HIERK—Verfahren mit der Ordnung q in y und mit der Ordnung ¢ —1 in z,
d. h., fiir hinreichend kleine Schrittweiten h > 0 gilt

lym = y(tw)ll + hllzm = 2(En)ll = OR?) (b =mh , b €[0,T]) .

Beweis Zum Beweis von Satz 12 wird das nachfolgende Lemma 8 erst mit u = 1/2
und anschlieend mit g =1 angewendet.

a) Sel also zunéchst ein €} > 0 so gewihlt, daf} fiir n = 0 die Voraussetzung (3.33) von
Lemma 8 mit g =1/2 und C; = C} erfilllt ist. Zu g =1/2 und C; = Cf bezeichne
C5 == Cy(CF, 2) die Konstante (' aus Lemma 8. Dann bestimmt man hg > 0 so, daf}
fiir alle Schrittweiten h € (0, ho] gilt: C;h? -3 < %C{‘hl/z und C5h77! < %C{‘hl/z . Ist
fiir ein gewisses m > 0 die Voraussetzung (3.33) fiir alle n < m erfiillt, so gilt nach
Lemma 8

1 1
i — ¥t |+ N — ()| < C3HF + 3™ < SO 1 Somnre < cppore
also ist (3.33) mit p=1/2 und Cy =Cf auch fir alle n <m+1 erfiillt. Mittels
vollstandiger Induktion folgt deshalb aus Lemma 8 fiir alle m mit mh < T
lym = y(tn)| S C5h7F und |z — 2(t)]| < C3h*~" (3.32)

b) Wegen (3.32) und ¢ >2 ist in Lemma 8 fiir hinreichend kleine Schrittweiten A > 0
stets die Bedingung (3.33) mit g :=1 und € :=2Cj erfiillt; hieraus folgt die Behaup-
tung des Satzes. -

Lemma 8 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 12 sei fir ein fiviertes u € [% 1]
und fir alle n < m die Bedingung

lyn = y(E)ll + ll2n = 2(t)I] < C1h* (3.33)
erfallt. Dann gilt fir hinreichend kleine Schrittweiten h > 0
= )|+ 1z = ()| < Col™08) | (1 =l 1 € [0,7)

mit einer Konstanten Cy, die von Cy und i abhingen kann, aber von m und h unabhdngig
ust.
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so ist (fiir

Beweis a) Wihlt man die Koeflizienten des HERK Verfahrens wie in (3.29),
=g(9) =0 und

n>1) y, = a1, also g(y,) =0.Fir g, =y(t,) gilt deshalb g(y,)
man erhélt in (3.26) wegen (3.33)

Gy (Y(t2))(Gn = yn) = Al (gy(y(tn)) — 9y(Yn + (G — yn))) d0 (G — yn) = O(h*) |9 — ynl|

(vgl. (2.25)). Damit folgt auch wie in (2.26) (ersetze n — y,.)
Y = Y(tw) = Pl (Y — y(t)) + O |[ym — y(t0)]]
und
[ym — y(ta)ll < (1 + ORDIP () (Ym = y (L)) (3.35)
so daB die Konvergenzordnung ¢ — (1 — p) fiir die Komponenten y schon bewiesen ist,
wenn nur || P(t,)(ym — y(t.))]] = (/zq A=y gilt.

b) Mit (3.33) und den Vektoren §,41, Z,41 aus Definition 6 sind die Voraussetzungen von
Satz 11 erfiillt und es gilt

Pt} (Grsr=yns1) = Pllna)(Ga—ya)+OR) 3 1¥ns=Yas|+OR) Y 1 Z0j=Znsl]
(3.36)
denn P(t,41)f-(y(tng1), 2(tng1)) =0 und

FVags Zng) = F(Vaj, Zng) = O |[Vag = Vsl + Fo(0(tuga), 2(tng2)) (Znj — Zng) +
+O(h*) ZJ. 120 = Zuill -
Wegen (3.34) gilt auBerdem in (3.26)
120 = Znj = win (20 = 22)| < CO* i = all + B[ 20 = 2al]) (3.37)
und
Z] dj(Z;Lj - Zn_]) = N(SIL - :n) + O(hklﬂljn - UnH + h““’éﬂ - :n”) : (338)

c) Seien die Vektoren 9,41, Z,41 wie in Definition 6 bestimmt. Man erhalt

P(t"+1)(yn+l - y(t11+1)) = P(tn+1)(yn+1 - ?jn+1) + P(thr])(gyh(t“) s (3 39)
h*(zpp1 — 2(tag1)) = B*(zng1 — Zng1) + R* 62(t0) o

und P(t,41)8yn(tn) = P(t.)0yn(t,) + O(h)éyn(t,) = O(h™*') | h* 8z ( ) = O(he=(-w),

Fiir hinreichend kleine Schrittweiten A > 0 folgt nun aus P(t,41) = P(t,) + O(h) , aus

den Abschitzungen (3.35)-(3.38) und aus x> 1/2

( 1P (tn41) (Fntr = ynga)l ) < < 1+ O(h) O(h7) ) ( [12(tn) (G = ) |

o = ER ) @

h’#HfrH—l - 5n+1“
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mit r:=1 und einer beliebig vorgebbaren Zahl % € (x,1) . (Ungleichung (3.40) ist kom-
ponentenweise zu lesen.) Wendet man das nachfolgende Lemma 9 mit

Up = ”P(‘Ln)(fln - yn)
auf (3.39) und (3.40) an, so ergibt sich

o= W =z, M, = O(h™), M, = O(h*+2=(1-0)

IP(t) (g =yt < Coh®™ 07z — 2 (L) < Coh?™!

mit einer von m und h unabhingigen Konstanten Cy. Hieraus folgt mit (3.35) die Be-
hauptung des Lemmas.

Zur Untersuchung der Fehlerfortpflanzung in den Komponenten ||P(¢,)(9x — yx)||
und ||Z, — z,|| transformiert man die 2 x 2-Matrix in (3.40) auf Diagonalgestalt ([51]):

Lemma 9 (vgl. [84, Lemma VIL.3.9]) Gegeben seien zwei Folgen (u,), (v,) von nicht-
negativen Zahlen, fir die (komponentenweise) die Ungleichung

Upi1 1+ O(h) O(h) Up hM,
()=o) )+ ()

mit r>1, 0<E<1 und M,>0, M, >0 firalle n>0 erfillt ist. Dann gibt es
eine von h und m unabhéingige Konstante Cy, so daf fir hinreichend kleines h > 0 und
fiir alle m mit mh <T die folgenden Abschitzungen gelten:

Um

< Colup + h"vo + M, + izPlJ\f[U) ,
v, < (C

o(ug + (F™ + B )vg + My, + M,) .

Bemerkung 18 Satz 12 kann ebenso wie die Konvergenzbeweise fiir Runge-Kutta—
Verfahren in [81] und [84] direkt auf den Fall variabler Schrittweiten iibertragen wer-
den. Entscheidend fiir die Konvergenz ist die Kontraktivitdtshbedingung & < 1. HERK-
Verfahren mit x > 1 divergieren,im Fall £ =1 kann Ordnungsreduktion auftreten. Sind
die Anfangswerte von (3.21) nicht exakt, so bleibt die Aussage von Satz 12 giiltig, falls
Yo =y(0) + O(h™*) | zo = z(0) + O(h%=*1) .

Wie erstmals von Jay ([92]) fir implizite Runge-Kutta—Verfahren vom Lobatto-Typ un-
tersucht, ergibt sich fiir die differentiellen Losungskomponenten y eine hohere Konvergenz-
ordnung, wenn ¢, > ¢. + 2 ist und in (3.40) r > 2 gilt. Murua ([117]) konstruiert ein
Baummodell, um Bedingungen an die Koeflizienten a;;, b;, v;; angeben zu konnen, die
ein moglichst groBes r in (3.40) garantieren. Bei der Konstruktion von Verfahren hoherer
Ordnung finden diese Ergebnisse bisher Anwendung fiir r =2 (z. B. bei der Konstruk-
tion des Verfahrens HEDOPS in Beispiel 22d). Fiir diesen Spezialfall wird in Folgerung 3

ein elementarer Beweis der hoheren Konvergenzordnung in y gegeben:

Folgerung 3 Gegeben sei ein HERK Verfahren (3.21), das zusdtzlich zu den Vorausset-
zungen von Satz 12 die Bedingungen

Vi =digry, (=2,..,8—1, j=1,...,1), by=0, Zjbjcjwﬂ:o (3.41)
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erfallt. Gilt mit §, :=y(t,), 2,:=z2(,) und 6;=0, 0; =0, (i=1,...,8) fir die
Stufenvektoren in (3.24)

Vi = y(te + cih) + Oh?), Zui = 2(t, + c;h) + O(B2), (i =3,...,8) (3.42)

und ist ¢ := min(gy,q. +3) >4, so konvergiert das HERK Verfahren mit der Ordnung
q in y und mit der Ordnung ¢ — 2 in z und es gill

lym — y(tm)|| = O(h™) + O(h? )m<ax||5:h(1,n)H , (tw=mh, t,, €[0,17).  (3.43)
Beweis a) Wegen (3.41) ist in (3.21) Y, =npic1, (1 =3,...,8), also ¢(Y;) =0 und

wie in (3.35) und (3.36) erhdlt man die gegeniiber (3.25) verbesserte Abschétzung

Vi = Yaill < C(lin = yall + B2|2n — 20| + B]|6 (i=3,....8). (3.44)

b) Nach Satz 12 konvergiert das Verfahren (mindestens) mit der Ordnung ¢ — 1 in y und
mit der Ordnung ¢ — 2 in z. Wegen (3.42) gilt also auch

Yoi = y(ta + cih) + O(h?) |, Zni = 2(tn + cih) + O(R*), (i=3,...,3)
und damit
FVnis Zng) = F(Yngs Zng) = O [Vas = Y| + Loyt + c5h), 2(tn + ¢1)) (Zng = Znj) +
+ OW)| Znj = Zns|

fiir j=3....,§. Mit den Bezeichnungen (7 := f.(y(t,),2(ts)), ... und der Tensor-
schreibweise (2.19) ergibt sich durch Taylorentwicklung

> bV, Zj) = F(Yag, Z0)) =
= > 0MIYey =Vl +0(h?>||2nj—znj|\>+2 bl (Zui = Zoj) +
+ D 0L Zng = Zugcihy' (1)) + 3 bS8 Znj — Zngocih (1)) -

Erfiillen die Koeffizienten des HERK-Verfahrens die Bedingung (3.41), so kénnen die
Ausdriicke 37,0, fr ... und 30.b;f" ... weiter umgeformt werden, z. B.

Z bi f1(Znj — L cihy' (1) = hz bici [ Zng — Znj — wji(3n — 20),y' (1)) -

Auf diese Weise erglbt sich die Abschéatzung
1) D2 b (Vg Zg) = [(Vain Zo)) = O) 3|
+0(h) Z#Z 1 Z0j = Zni = wir(20 = z)| + O(R?) Z#Z 1 Zn; = Zns | -

Unter Verwendung von (3.26) und (3.44) kann man deshalb analog zum Beweisteil b) von

Lemma 8 zeigen, dal unter den Voraussetzungen von Folgerung 3 die Ungleichung (3.40)
mit g =1 und r =2 erfiillt ist, so daf} die Behauptung aus Lemma 9 folgt.

Bevor wir in Abschnitt 3.3 zu HERK—Verfahren zuriickkehren, wird zunéchst die Kon-
vergenz von Mehrschrittverfahren untersucht.




38 3. Die numerische Losung von diflerentiell-algebraischen Systemen

3.2.2 Konvergenz von partitionierten linearen Mehrschrittver-
fahren fiir differentiell-algebraische Systeme vom Index 2
in Hessenbergform

In diesem Abschnitt wird auf der Grundlage von Kapitel VIL.3 aus [84] die Konvergenz
von partitionierten linearen Mehrschrittverfahren (PLMSV)

3 k-1
Z QYntj = h Z Bif (Ynts> Znti) + WO f Yntks Znak + Cogr)
. =
0 = 9(Un+r) (3.45)
k
WY Biznes = CYnseo o Yniks Znnees Zugii 05 1)

=0

untersucht. In (3.45) bezeichnet (,4x kiinstliche Hilfsvariablen und U eine zundchst weit-
gehend beliebige Verfahrensfunktion, die mindestens ebenso oft stetig differenzierbar sei
wie f und g. Diese Verfahrensfunktion W soll fiir ¢,4; :=1, + jh und beliebige Vektoren

Yntjyr Zntj und gn+jw 5n+j mit
[yt = y(tari)ll + lznri — 2(tas) | = O(R) ) Ng(ynss)ll = O(A?)

mss = 0(tas)ll + znss — =(tasi)ll = OR) . llglimes)| = OG), (G =0,1,...., )
die Bedingung

[0t 2 s s o0 1) = W s Yo 2o 2 o W] < (3.46)

k
(1) D gy (tnsi)) Gss =y |+ hlldnss = gasill + B2l Znss = zaas )

=0

erfiillen, auflerdem sei

k
h Z B_I':(fn-%-j) - \p(y(tn)v LR J n+1\) (111)7 .- n+1\) [ 9, h) = ) . (3—[7)

=0

In allen hier betrachteten PLMSV ist z,4r implizit als Losung eines nichtlinearen Glei-
chungssystems definiert, (3.45) wurde nur fiir die theoretischen Untersuchungen explizit
beziiglich = sz,Lﬂ- formuliert. Definition (3.45) umfaBt die in [84, Kapitel VII.3] unter-
suchten (klassischen) linearen Mehrschrittverfahren (vgl. auch die dort zusammengestell-
ten Literaturangaben) und auBlerdem partitionierte Verfahren, die speziell fiir nicht-steife
Index-2-Systeme entwickelt wurden (insbesondere [3-geblockte Verfahren [7] und die in
Abschnitt 3.3.3 eingefithrten PLMSV vom Adams Typ).

Ebenso wie in der Definition (2.28) des impliziten Eulerverfahrens ist fiir (3.45) ein
nichtlineares Gleichungssystem zu lésen (vgl. Satz 4). Die lokal eindeutige Losbarkeit von
(3.45) ergibt sich unmittelbar aus dem entsprechenden Satz fiir (klassische) Mehrschritt-
verfahren:
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Satz 13 (vgl [84, Satz VIL.3.1]) Glegeben sei ein PLMSV (3.45) mit (3.46) und (3.47),
fiir das Z] 00; =0, ar#0, B #0 und B #0 gilt. Erfillen die Anfangswerte

lyn+i = y(tar)ll + [[2nss = 2(tugs) | = OCR) [ 9(yasi) | = (h'_) ; (1=0.1,...k=1),
5o hat das nichtlineare Gleichungssystem (3.45) fiir hinreichend kleine Schrittweiten h > 0
eine (lokal) eindeutig bestimmte Lisung, fir die gill
st — 0(tasi)ll + Nonss — 2(tasi)ll = OR) , [Gussll = OCR)

Beweis Nach Satz VII1.3.1 aus [84] sind die Vektoren y,.4x und ¢ := 2,45 + Cuqr fiir hin-
reichend kleines h > 0 durch (3.45) lokal eindeutig bestimmt und es gilt [|y,tr — y(togr)]|
=O(h) und ||¢ = z(tngr)|| = O(R) ; dariiberhinaus ist ||g,(y(tn+i))(Yn+i — Y(tnsi))|| =
19|+ O s — pltasi)ll = OB fir 1= 0,1,..... % (vel (3.34),

Nach dem Satz iiber die implizite Funktion ist dann wegen Br #0 und

= O(h?
. Zn+k
auch der Vektor z,4 durch h Z]- Biznyj =V (lokal eindeutig) bestimmt und es gilt
wegen (347) [|zupx — 2(tuss)|| = O(h) , also folgt die Behauptung. o
Wie fiir HERK—Verfahren untersucht man auch fiir Mehrschrittverfahren zunéchst die
Fehlerfortpflanzung in einem einzelnen Integrationsschritt:

Satz 14 (vgl. [84, Satz VIL.3.2]) Zu einem PLMSV, das den Voraussetzungen von
Satz 13 geniigl, werden Vektoren ... Yntks Zny- - 2ntks Cotk belrachtet, fir die gilt

k k-1
Yo aiburi = kY Bif (GurisZars) + ROeS (Gntis Zuri + Curr) + oy
j=0 7=0
0 = g(fn+r) (3.48)

h> " Bituri = Wi ntks Zuneo o 2k fr9,h) + hé.
und
lnts = y(tasi)ll = Oh2) , |longs = =(tag)ll = O(h) (G =0,1,...,k) ,

ol = OG) 15,11+ 11621 = O(h)
Ist die Schrittweite h >0 hinreichend klein, so gilt

(3.49)

e = il < (Z(Hym—ynm|+hu~n+j—~n+]u>+/zué I+ l61l) . (3.50)

k—1

. 1 X . .

[ER = (5 ||/n+jf.ymn+_Zusn+j—:n+j||+0h), (3.51)
J= 7=0

R . 1 R o n

[k = Goell < c(;quym Yt Nnss = zassll) + D) (3.52)

mit Dy := + %HOH und einer Konstanten C, die von h, 6y, 6., 0 und den

Vektoren §nyi, Zntj, Cogr unabhdingig ist.
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Beweis Mit QA = Zngk + 5n+k kann wie im Beweis von Satz 13 der entsprechende Satz
VIL.3.2 aus [84] direkt angewendet werden, insbesondere ist (3.50) direkte Folgerung aus
[84, (VIL.3.18)]. Aus (3.46) folgt dann die Abschatzung (3.51) und hieraus schlieBlich mit
(84, (VIL.3.18)] auch die Fehlerschranke (3.52), denn Hén+k = Cotill < 2ntk — Zntrll+

[C=<l g
Wie fiir Mehrschrittverfahren tiblich, fithrt man die charakteristischen Polynome des
PLMSV (3.45) ein (engl.: generating polynomials):

k

k k k
=Nl o= 88 66 =Y a6, 6(6)=Y B,
=0 =0

=0 =0
wobei p hier schon in Vorbereitung von Abschnitt 3.3.3 definiert wird.

Bemerkung 19 Im folgenden wird ausgiebig auf bekannte Ergebnisse und Begriffe aus
der Theorie linearer Mehrschrittverfahren fiir gew6hnliche Differentialgleichungen zuriick-
gegriffen ohne diese hier im Detail einzufiithren. Die Darstellung orientiert sich dabei an
Kapitel IIT aus [82]. So wird z. B. in Satz 15 gefordert, daB o die Wurzelbedingung und &
die strenge Wurzelbedingung erfiillt, d. h. fiir € € C gilt ([82, Definition II1.3.2])

0 =0 = [¢<1 und g6 =c(€)=0= |g<1,

5 =0 = | <1.

Die Ordnung p eines durch (p,0) gegebenen Mehrschrittverfahrens mit Zf:o a; =0 ist
die groBtmogliche Zahl p € N | fiir die

k k
Z“qu = (IZ/ngq71 , (q=1,...,p)
j=0 J=0

gilt (82, Satz 111.2.4]).

Analog zu Definition 6 werden lokale Fehler von PLMSV eingefiihrt:

Definition 7 In (3.48) sei 6, =0, 6. =0, 0 =0 und fnyj, 2ns;> G =0,1,..., k—1)
durch die analytische Losung von (3.19) gegeben: §,4; := y(tntj) s Zntj = 2(ln4;) . Dann
heiflen X

Syn(tn) = Yyt — y(tngr) und  6Cu(tn) == 2k + Cogk — 2(tnyr)
lokale Fehler im differentiellen Teil und

53h(tn) = §n+k - Z(thrk)
lokaler Fehler im algebraischen Teil des PLMSV (3.45).

Lemma 10 ([84, Lemma VII.3.4]) Enthdlt das PLMSV (3.45) ein durch (p,0) cha-
rakterisiertes lineares Mehrschrittverfahren der Ordnung p, so gilt fir die lokalen Fehler

8yn(t) | = O"*T) . [18Cu(La)ll = O(RF) .
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Der entscheidende Vorteil partitionierter Verfahren gegeniiber den klassischen Mehr-
schrittverfahren fiir Index-2-Systeme ist eine hohere Konvergenzordnung in y (vgl. Ab-
schnitt 3.3.3). Der nachfolgende Konvergenzbeweis fiir PLMSV, der sich z. T. an den
Beweisen der Satze VIL3.5 und VIL3.6 aus [84] orientiert, ist dieser Situation angepaBt.
(Es sei ausdriicklich darauf verwiesen, daf} die in Satz 15 fiir die Komponenten z angege-
benen Fehlerschranken im Spezialfall klassischer Mehrschrittverfahren nicht optimal sind,

vgl. hierzu [84, Satz VII.3.6]).

Satz 15 Gegeben sei ein PLMSV (3.45) mit (3.46) und (3.47), Zfzg a; =0, ap #0,
Br #0 und By £ 0, dessen charakteristische Polynome g und o die Wurzelbedingung (o)

bzw. die strenge Wurzelbedingung (6) erfillen. Hat das durch (p,c) charakterisierte li-
neare A[ehrsc/zriiilsrfahrfn die klassische Ordnung q, und gilt fir den lokalen Fehler des
PLMSV ||6z4(t)]] = O(h%) mit ¢ :=min(gy,q-+ 1) > 3, so konvergiert das PLMSV mit
der Ordnung q in y und mit der Ordnung ¢ — 1 in z, d. h.

[9m = y(Em)ll + Allzm = 2(tn)]| = OT) , (tm = mh, tn €[0,17),
sofern die Anfangswerte folgende Bedingungen erfillen:
ly: =yl = Oh™*1) Iz = 2(t)ll = O(h™) , (i=0,1,....k—1).
Beweis Ebenso wie im Konvergenzbeweis von HERK—Verfahren wird der Projektor

P(t) aus (2.12) verwendet. Fiir Vektoren (5,¢) mit ||np — y(O)|| + ||¢ — z(¢)|| = O(h) gilt
dabei (vgl. (3.35) und (3.36))

P)(f(n,€) = fy(1), (1)) = OW)lln = y(B)]| + OR)[IC = 2(1)]| (3.53)
I =@l < (1 + OMNIPE) (0 =y (@) + Ol - (3.54)

Die Fehlerfortpflanzung wihrend der Integration wird in den Vektoren P(¢,)Ay, und Az,
mit

und

Ayp =yn —y(ln), Az =2z, — 2(ly)
untersucht. Wie in Lemma 8 wird dabei zunéchst zuséatzlich vorausgesetzt, dafy die nume-
rische Losung in einer kleinen Umgebung der analytischen Losung verbleibt, d. h., es soll
gelten
Ay, < Cik? ) ||Az| € Cohy |G| £ Cshy (n>0) (3.55)
mit Konstanten €4, Cy und C3, die von h unabhéngig sind.

a) Setzt man in (3.—18) die analytische Losung ein (J,4; = Y(tntj)s Zntj = 2(tntj)s Cog = 0),
so folgt wie in (3.51) und (3.52) (vgl. auch [84, Satz VIL.3.2]) die Abschéitzung

k k-1
. 1 , R
#(tss) = v+ Gusa)ll = O (3 22 Mgl + D 1820 + D)
j=0 j=0

mit Dy, = %Zfzu ajy(tny;) — Z;N:u Biy'(tny;) = O(h%) (vgl. [82, Satz I11.2.4]). Unter
Verwendung von (3.53) ergibt sich

1Pt ) (Y (Enr)s 2(Engr)) = F(Ynrs 5n+k + Cort))ll =

k—
<Z HAyn+]|| + h Z HA:,LH”) + O(hqy+1) ]

j=0
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b) Seien Vektoren 9,4k, Zp+x und én+k wie in Definition 7 gegeben. Dann ist nach (3.48)

:
Pltuii) > ay(tng;) =
j=0 k

= Y BiP(tnar) F(y(tnts)s 2(tn)) + @k P(bngi) (9 (Eak) = Gge) +

=0

+ /I'/;kp(tn-*—k)(./r(ﬁn-#b 5n+k + én+k) - .f(y(t71+k)v :(tn+k)))

k
= h Z BiP (i) f(y(tnts)s 2(tnts)) + O(hqy+1) ) (3.56)

denn X
Gtk = y(turi) || + B2 Znsr + Cugr = 2(tugs) || = O(R?*)
(vgl. Lemma 10 und auch (3.53)). Ebenso folgt

(3.57)
Multipliziert man in (3.45) das erste Gleichungssystem mit P(t,4x) und bildet dann
die Differenzen zu (3.56) und (3.57), so folgt aus (3.53), aus Beweisteil a) und aus

P(tuyj) = Ptugr) + O(h)

k k k=1
D aiP(tas) Ay = Oh) Y (| Ayuys |+ O(R) Y [[Azuys]| + O(R™H)
=0 . i=0 i=0 (3.58)
R BAz; = O)Y Ayl + O(h2) Y [[Azuy,| + O(R?) .
7=0 7=0 7=0

Wegen (3.54) und
9(ya) =0, (n= k), gy = Ollyi —y(t)l]) = Oh™), (1 =0,1,....k=1)
kann man in (3.58) 37 [[Ay,gsl| durch 37 [[P(t1)Ayngj|| ersetzen.

¢) Mit den Bezeichnungen
['vn = (P(lrz+k—1)A.yiz+k—1 IR P(ln)Ayn )T’ Vn = (/Z'A:n-#k—l 3ty hA:n )T (‘359)
1aBt sich (3.58) daher schreiben als

Uit = (A@ DUy + Oh||Un |l + AIVA]D) + O(R™+)

. (3.60)
Visi = (B IV, 4+ O(|U.| + A||Va]]) + O(h?)
mit den Matrizen
—aj_, - —ap —ag _Bl/c—l T _B{ _3(,]
1 e 0 0 R 1 e 0 0
A= . . . , B:= . .
1 0 1 0
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und af :=aj/ay , B := ;B . Hierbei konnen die beiden Normen ||U]| und ||V wie
beim Beweis der Konvergenz linearer Mehrschrittverfahren fiir gewohnliche Differential-

gleichungen so gewahlt werden, dafl

[A@I] <1 und HBC I|| < £ mit einem & € (0,1)

ist, denn g erfiillt die Wurzelbedingung und & die strenge Wurzelbedingung ([82, Lemma
II1.4.4], [152, Satz 6.9.2]). Geht man in (3.60) zu diesen Normen iiber, so folgt

( 1Tl ) - ( L+ 0(h)  O(h) ) ( Ux ) N ( O(h*+h) )

Vol / =\ O(1)  #+0(h) [Vall O(h?)

und ||Uo| = O(h**Y), |[Vo|| = O(h?) . Deshalb kann Lemma 9 angewendet werden: Es
gilt || Un|l + ||Vinll = O(R?) , hieraus folgt wegen (3.59) und (3.54) die Behauptung des
Satzes.

d) Zum Abschlul des Beweises zeigt man auf dem im Beweis von Satz 12 ausfiihrlich

besprochenen Weg, daf wegen ¢ >3 die zusitzliche Voraussetzung (3.55) stets erfillt
ist, wenn die Schrittweite A > 0 hinreichend klein ist.

Bemerkung 20 a) Ebenso wie der Konvergenzbeweis fiir klassische Mehrschrittverfah-
ren aus [84] kann auch Satz 15 auf den Fall variabler Schrittweiten verallgemeinert werden
(vgl. hierzu [82, Kapitel IIL5]).

b) Wie fiir HERK-Verfahren kann die Voraussetzung ¢ >3 in Satz 15 zu ¢ > 2 abge-
schwicht werden, wenn unter geeigneten Voraussetzungen an (§n4;, nt;) €ine zu (3.26)
analoge Abschitzung

k k
A , 1 N
1D B = 20l < C (3 2190l inss — 9| +
j=0 . j=0 ! (3.61)
£ s = Ynrall s =z )+ 180+ 00+ - 1011)

=0

fiir p € [5,1] nachgewiesen werden kann (vgl. Satz 11 und den Beweis von Satz 12). Eine
solche Abschitzung (3.61) gilt z. B. fiir die in Abschnitt 3.3.3 betrachteten PLMSV.

3.3 Partitionierte Verfahren fiir nicht-steife differen-
tiell-algebraische Systeme vom Index 2 in Hessen-
bergform

Partitionierte Verfahren sind der speziellen Struktur von DA Systemen in Hessenberg-
form angepaft und sollen inshesondere Anfangswertprobleme fiir nicht-steife DA-Systeme
schneller als vorhandene Standardsoftware, die auf impliziten Verfahren basiert (z. B.

DASSL, RADAUS), 16sen ([84, Kapitel VIL6]). In diesem Abschnitt wird am Beispiel von
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halb-expliziten Runge Kutta Verfahren (Abschnitt 3.3.1) und von partitionierten linea-
ren Mehrschrittverfahren vom Adams-Typ (Abschnitt 3.3.3) die Ubertragung von Verfah-
ren, die zur Integration nicht-steifer Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen geeig-
net sind, auf Index-2-Systeme gezeigt. Praktisch finden solche partitionierten Verfahren
derzeit vor allem Anwendung bei der dynamischen Simulation mechanischer Mehrkorper-
systeme. Der auf einem halb-expliziten Runge-Kutta—Verfahren 5. Ordnung aufbauen-
de Integrator HEDOPS, der in Abschnitt 3.3.2 vorgestellt wird, erweist sich hierfiir als
besonders effizient. Die neu entwickelten Verfahren werden an Hand von verschiedenen

Benchmark-Problemen mit aus der Literatur bekannten Verfahren verglichen.

3.3.1 Konstruktion von halb-expliziten Runge—Kutta-Verfahren
fiir differentiell-algebraische Systeme vom Index 2 in Hes-
senbergform

Fiir mehrstufige Einschrittverfahren ist neben dem Nachweis der Konvergenz (vgl. Ab-
schnitt 3.2.1) die Untersuchung des lokalen Diskretisierungsfehlers ein wesentlicher Bau-
stein zur Konstruktion effizienter Verfahren. In diesem Abschnitt wird zunéchst motiviert,

warum HERK Verfahren (3.21) mit Koeffizienten
Y11 =0, Yij = Qig1,5 (i:2,...,§71, ] =1,..., Z) s Vsj = b]'7 (j: 1,...,.5) (362)

besonders zur Konstruktion von effizienten Verfahren hoherer Ordnung geeignet sind. Un-
ter Verwendung der von Hairer et al. ([81, Kapitel 5]) entwickelten Verallgemeinerung des
Baummodells von Butcher ([43]) auf DA-Systeme vom Index 2 in Hessenbergform wer-
den anschlieend die Konsistenzbedingungen fiir diese Verfahren formuliert und HERK-
Verfahren der Ordnung ¢ =2, ¢=3, ¢q=4 und ¢=>5 konstruiert.

Halb-explizite Runge-Kutta—Verfahren mit expliziter Stufe

Im Unterschied zu impliziten Runge-Kutta—Verfahren gibt es fiir explizite Runge-Kutta-
Verfahren kein allgemein anwendbares Prinzip zur Konstruktion effizienter Verfahren
hoherer Ordnung. Die Konstruktion von Verfahren, die mit méglichst wenig Stufen eine
vorgegebene Ordnung erreichen und dabei kleine Koeffizienten im fithrenden Fehlerterm
(vgl. [82, S. 158]) und ein moglichst grofies Stabilitdtsgebiet haben, ist deshalb sehr auf-
wendig (vgl. z. B. den Uberblick iiber solche Verfahren in [82, Kapitel I1.5]). Die Konstruk-
tion von HERK-Verfahren héherer Ordnung kniipft an diese Ergebnisse aus der Theorie
fiir gewohnliche Differentialgleichungen an.

Bemerkung 21 Es erscheint naheliegend, in (3.21) die Vektoren Y;; und 7,; nur einmal

2u generieren und Ty = usr » i = Yoisr » A b g(ynsr) = g(Ver) =0, (i =1,...,5)
zu fordern. Dieser Ansatz von Hairer et al. ([81, S. 20f]) laBt sich als (3.21) mit
S=s, = amg, (= Ls—1 j=1..0), 9 =b, (=L...,s) (3.63)

schreiben. Insbesondere das Verfahren 4. Ordnung HEM4 (Brasey und Hairer [38]) und das
Verfahren 5. Ordnung HEM5 (Brasey [36]) finden Anwendung bei der dynamischen Simu-
lation von MKS. Fiir die aus der Literatur bekannten expliziten Runge-Kutta—Verfahren
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fiir gewohnliche Differentialgleichungen fiihrt die Parameterwahl (3.63) jedoch i. allg. nur
auf HERK—Verfahren der Konvergenzordnung ¢ <2 ([81, S. 68ff]). Als Grund fiir diese
Ordnungsreduktion erkennt man, da nur die Verfahren von Brasey und Hairer, nicht aber
die aus der Literatur bekannten expliziten Runge Kutta Verfahren beriicksichtigen, daf3
die Parameterwahl (3.63) i. allg. zu einer grofien Differenz zwischen f(Y,1,Z,1) =:Y),
und  f(y(t, 4+ c1h), z(t, + c1h)) = y'(t,) fihrt: Fir Y, =y, := y(t,) folgt aus

}712 = Un + (’zh nl nl) 0 - g( nz) (364)
durch Taylorentwicklung ([81, S. 68f])

Ynll = f(Ynthl) = f(ym nl) f(y(tn) (tn)) + fZ(y(tzL)v:Z(t“))( nl — 7( )) + O(h )

y'(tn) + ?[fz(*gyf:)_lgyy(f, Dly(t). 2(ta)) + O(h%)

d. h. Y, —y/(t,) = O(h), falls die Zwangsbedingungen nichtlinear sind ( ¢, # const ).
Dagegen gilt bei Anwendung eines expliziten Runge Kutta Verfahrens auf gewohnliche
gegen g g g g

Differentialgleichungen Y/, — y'(¢,) =0, falls y, = y(t,).)

Yn = y(1n)

/ )nll - f()’nl-: an)
{n:9tn=0}

Abbildung 3.3: Differenz zwischen f(Yy1, Z,1) und y'(¢,) in HERK-Verfahren (3.21) mit
Parametern (3.63).

Abb. 3.3 zeigt, daB die grofie Differenz zwischen Y, und y'(t,) durch die Bedingung
Y11 = ag1 , also g(Ya) = 0 in (3. 6-1) verursacht Wlld Ist y, =y(ts),sogilt f(Yi1,Zu)
= ﬁ(}nz y(t,)),d. h., Y, = f(Yo1,Z.1) ist parallel zu einem Vektor, der zwei Punl\te
der Manmgfaltlgkelt {n: J(?]) =0} miteinander verbindet (die Punkte y(¢,) und Y,3).
Andererseits liegt aber y'(¢,,) wegen 0 = %g(y(t))\t:tn = gy(y(t2))y'(t,) in der Tangen-
tialebene an diese Mannigfaltigkeit im Punkt y(¢,).

Die Verfahren von Brasey und Hairer halten den Einflul von (Y1, Z,1) auf y,41 klein,
indem fir HEM4 und HEM5 die Parameter a;;, b; so gewdhlt werden, dafi b, =0,
Z bjaj; =0 gilt, und fiir HEM5 die Bedingungen E bjcjaj = E]k bjajrarp =0 erfillt
smd Dies fithrt letztlich dazu, da HEM4 und HEM) mit 5 bzw. 8 Stufen mehr Stufen
(und damit mehr Aufrufe von f) bendtigen als die aus der Theorie der gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen bekannten expliziten Runge-Kutta—Verfahren, die mit s =4 Stufen
die Ordnung 4 und mit s =6 Stufen die Ordnung 5 erreichen ([43]).

Als Alternative zu dem Konstruktionsprinzip von HEM4 und HEM5 wird in den zeitgleich,
aber unabhéngig voneinander entstandenen Arbeiten [118] und [21] vorgeschlagen, die
halb-explizite erste Stufe (3.64) der Verfahren von Hairer et al. durch die explizite Stufe

Yo =y + b f(Yor, Zon) , Z = 2 (3.65)
zu ersetzen (vgl. (3.23) und Abschnitt 3.2.1).
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Bemerkung 22 Die HERK Verfahren mit expliziter Stufe (3.65) sind durch ;3 =0
charakterisiert. Murua, auf den auch die Notation (3.21) fiir HERK-Verfahren zuriickgeht
([118], dort als partitionierte HERK—Verfahren bezeichnet), betrachtet Verfahren mit

711:07 ')'ii#ov (j:2~"'v'§)7 ﬁfsj:ij (jzlv"'vs)s (366)

deren Konvergenz in Satz 12 untersucht wurde. Enthalten die Funktionen f und g in (3.19)
wie fiir die Index-2-Formulierung der MKS Modellgleichungen eine Funktion G/(y), die so-
wohl in [ als auch in ¢ auftritt (vgl. Abschnitt 3.3.2), so ist es dariiberhinaus besonders
glinstig, wenn n,; = Y, ;41 ist (beil der Auswertung von f(Y,iy1, Zs,i+1) kann der bereits
zuvor bei der Auswertung von ¢(7,;) berechnete Wert G(Y;, ;41) = G(n,:) verwendet wer-
den). In der vorliegenden Arbeit stehen wie in [21] diese durch (3.62) charakterisierten
HERK-Verfahren im Vordergrund. Im Vergleich von HERK-Verfahren 5. Ordnung, de-
ren Koeffizienten nach (3.63) (HEMS5 [36]), nach (3.66) (PHEMS56 [118]) bzw. nach (3.62)
(HEDOP5) gewéhlt werden, sind PHEM56 und HEDOPS5 dem Code HEMS5 deutlich iiber-
legen, wobei HEDOP) meist geringfiigig schneller als PHEM56 arbeitet (vgl. Abschnitt
3.3.2).

Konsistenzbedingungen

Wie im Abschnitt 3.2.1 werden im folgenden HERK-Verfahren mit expliziter erster Stufe
(3.65) untersucht. In Satz 12 fiihren die Voraussetzungen (3.31) an den lokalen Fehler auf
Konsistenzbedingungen an die Koeffizienten a;;, b;, 7;;, die durch Vergleich der Taylorent-
wicklungen von y(t,41), z(tny1) und gny1, Zn41 aus Definition 6 erhalten werden. Hierbei
driickt man wie im klassischen Baummodell von Butcher ([43]) in

’12
Y(tasr) = y(ta) +hy'(t) + =y (L) + O(K°)

2
’ llz " 7 3
Z(tay1) = z2(tn) + 02 (L) + 57 (tn) + O(R?)
die Ableitungen y'(,), 2'({,), ... durch elementare Differentiale aus.

Zunichst gilt y(t) = f(y(t), =(1)) und
y"(1) = Ly, 2(0)y' (1) + Lo(y(1), =(1)=() -
Differenziert man nun in (3.19) zweimal die Zwangsbedingung g(y) = 0 , so folgt
0= gy(y()y'(1) = [9f1(y (1), (1))
und

0 = gyy)' (1), y'(1) + gy (y(£))y" (1)
= (g0 (f, DIW(), (1) + [gu fu L1 (), 2(1)) + [g £ (w (1), 2(1))2'(1)

also wegen (3.20)

2 = [(=guf2) " 9w (F, DI (L), 2(0) + (=90 ) gu S FN(w(H), 2(1)) (3.67)
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Entsprechende Darstellungen fiir hdhere Ableitungen von y und z erhalt man in gleicher
Weise durch wiederholte Differentiation der Zwangsbedingungen.

Um die sehr schnell wachsende Zahl elementarer Differentiale handhaben zu koénnen,
identifiziert man sie mit Wurzelbdumen. Im weiteren werden fiir dieses Baummodell die
Bezeichnungen von Hairer et al. ([81, Kapitel 5]) verwendet. Dabei wird auf die detaillierte
Wiedergabe des Baummodells verzichtet, weil sie iiber den Rahmen der vorliegenden
Arbeit hinausginge.

Bemerkung 23 Fiir Index-2-Systeme (3.19) werden Mengen T}, und 7. von speziellen
endlichen gerichteten Graphen mit zweierlei Arten von Knoten (mageren , ¢ und fetten
,» O Knoten) betrachtet, die ausgehend von dem Baum 7 = e rekursiv definiert werden:

1) 7 €T,
it) Sind ty,...,t, € Ty und wy,...,u, € T,y soist [ty ... bty ... uy]y € Ty .
iii) Sind tq,..., tm €Ty, und m>2,soist [t1,...,tn), € 1. .

iv) Sind tq,...,t, € T, und uy,...,u, € 7. und m >1 oder n > 2, so ist
[[llw--”tmvu’lw---vun}y]zETz-

Hierbei entsteht ¢ = [t1,...,lp, u1,. .., uy), , iIndem man die Wurzelknoten der Gra-
phen t1,... ,t,, u1,...,u, durch m 4+ n Kanten mit einem (neu hinzukommenden) mage-
ren Knoten verbindet. Dieser zuséatzliche Knoten ist die Wurzel von ¢, er hat in ¢ keinen
Vorganger, seine Nachfolger sind die Wurzeln der Teilgraphen ty.... t,,, uy,... u, von t.
Entsprechend wird u = [t1,...,t,]. mit einem fetten Wurzelknoten konstruiert ([81, De-
finition 5.1]). Als Ordnung o(t) eines Baumes ¢t € T, UT. wird die Differenz zwischen
der Anzahl seiner mageren Knoten und der Anzahl seiner fetten Knoten bezeichnet ([81,
Definition 5.2]).

Beispiel 20

Die Baume t; = [[[r. 7, [7],]:]y, [7: 7]:]y € Ty und ty = [, 7,[7],, [, 7]:], € T, (die hier
schon fiir die spatere Formulierung der Konsistenzbedingungen mit Indizes versehen wur-
den) haben die Ordnung 6 und stehen in der Taylorentwicklung von y(t + ) in y(V(¢)
fiir die elementaren Differentiale

[fyZ(fZ(_gny)_lgyyy(/v I 1) <_9yfz)_1gyy(/~, INNy(1),2(t))

bzw.

(Fowye(Fs £y T (*gyfz)_lgyy(fa INNy(t), =(¢)) .
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Fiir die Taylorentwicklung der numerischen Lésung 9,11, Z,+1 aus Definition 6 wird
wie in Abschnitt 3.2.1 vorausgesetzt, dafl

Zdj=l,7’11=0 Vi 0, (1=2,...,8), Zu =2,
gilt. FaBt man in (3.21) die Stufenvektoren Y,;, n,; und Z,; als Funktionen von % auf und
definiert Y/, := f(Yni, Z,i) , so folgt durch Differentiation nach h

V= Ly (Yais Zoi) Vi 4 f-(Yais Zi) Zi (3.68)

wobei }, Z, ... die Ableitungen von Y, Z, ... nach h bezeichnen.
Auch hier erhdlt man eine Darstellung fiir Z,;; durch Differentiation der Zwangsbedin-

gungen ( g(n,:) =0 in (3.21), vgl. [81, S. 59f]): Es gilt ¥,..(0) = f(yn,2,) und damit
Vii(0) = (O aii) flmrza) » ni0) = (D 96)f (s 22) (3.69)
und
fini(0) = 22 % Y7(0) . (3.70)
Differenziert man ¢(n,;) = 0 zweimal beziiglich A, so folgt
0 = gy(Mni Jihni

und
0= gyy(nni)(ﬁn,hﬁni) + gy(’]ni)ﬁnf .
Fir h =0 ergibt sich unter Verwendung von (3.68) und (3.70)

0 =142 ZJ_ i3 (90 f) (s ) 70 (0)
mit U= (¢r,... )7 und

1 = ()i 0),10s(0) + 23 39S} 50825 (0)

FaBt man diese Gleichungen fiir 7 = 1,...,§ zusammen, so erhélt man mit der in Bemer-
kung 17c eingefiithrten Matrix W und mit 7 = (Z,ﬂ, e, Z,Ls) das Gleichungssystem
0= 0+ 200 @ [g, 2], 20)2(0) (3.71)

denn mit Ausnahme der ersten Zeile enthalt die Matrix W' die Koeffizienten +;; und
wegen Zy = z, = 2(t,) ist 111 Z,1(0)=0=1 -_an(O) . Lost man (3.71) nach Z(0) auf
und setzt hier (3.69) ein, so folgt [gy[-](Yn. 2n) Zni(0) = 7%Zk with, fir 1=1,...,8,
also

Zi(0) = 52 wir (D i) (= 9uF) ™ 9 (F, D9 20) +
30, w0 e )
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als Gegenstiick zu (3.67). Durch wiederholte Differentiation von (3.68) und g(l]m) =0
erhdlt man auf diese Weise Darstellungen fiir die Koeffizienten Y,,;(0), Z,“(O), der
Taylorentwicklungen

. h2
Yoi(h) = )";“-(0)-|—IIY,”-(0)+37

. 2 .-
Zni(h) = Zni(0) + hZ,:(0) + %Z,”(O) + O(h*)

Y,:(0) + O(h)

und hieraus schlieBlich die Taylorentwicklungen von 3,41 und z,41. Bis auf die Beriicksich-
tigung der unterschiedlichen Koeffizienten fiir Y;,; und n,,; (a;; bzw. ;;) und der Definition
des Stufenvektors Z,; geht man hierbei exakt genauso vor, wie Hairer et al. in [81, Kapi-
tel 5] und [38].

Beim Vergleich der Taylorentwicklungen von analytischer und numerischer Losung
entspricht nun jedem elementaren Differential (und damit jedem der Baume aus Bemer-
kung 23) eine Konsistenzbedingung, die nach folgendem Algorithmus aufgestellt werden

kann (vgl. auch [81, S. 70], [38, S. 541]):
Algorithmus 1

1. Ordne den Knoten eines gegebenen Baumes der Menge 7T, U7, je genau einen
Summationsindex ¢, j, ... zu. Ist der Wurzelknoten des Baumes fett (d. h. uw € T ),
so ordne dem Baum einen zusétzlichen Summationsindex k zu.

2. Bilde Produkte, die zu jedem Summationsindex genau einen Faktor enthalten. Diese
Faktoren sind gegeben durch

b;, falls ;7 der Index der Wurzel des Baumes ist und der Wurzelknoten
mager ist,

drwy;, falls der Baum einen fetten Wurzelknoten hat und ;2 der Index der
Wurzel des Baumes sowie ,k“ der dem Baum Augemduete zusatzliche
Summationsindex ist,

aij, falls der magere Knoten ,j“ den mageren Knoten ,:“ zum Vorgénger hat,

¢

Vijs falls der magere Knoten ,,j“ den fetten Knoten ,¢* zum Vorganger hat,

w;j,  falls der fette Knoten ,j“ den mageren Knoten .2 zum Vorgénger hat.

¥ sei die iiber sdmtliche Summationsindizes genommene Summe dieser Produkte.

3. Bilde das Produkt II von rationalen Zahlen, das zu jedem Knoten des Baumes genau
einen Faktor enthilt: Dieser Faktor betrdgt 1/r (fiir einen mageren Knoten) bzw.
r+1 (fiir einen fetten Knoten), wobei r die Ordnung desjenigen Teilgraphen des
Baumes bezeichnet, fiir den der jeweilige Knoten die Wurzel ist.

4. Ist die Konsistenzbedingung ¥ =11 erfillt, so stimmen in den Taylorentwicklun-

gen der analytischen und der numerischen Losung die Koeffizienten des dem Baum
zugeordneten elementaren Differentials iiberein.

Das Baummodell erdffnet einen systematischen Weg, die Voraussetzungen (3.31) im Kon-
vergenzsatz fiir HERK—Verfahren als Konsistenzbedingungen an die Verfahrensparameter
zu formulieren:
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Satz 16 Gegeben sei ein HERK Verfahren (3.21) mit
Zjdj =1, Zmw=20, mi=0, 7% #0, (i=2,...,8) und 7 =b;, (j=1,...,5).
Fiir den lokalen Fehler des Verfahrens gilt

Syn(ty) = O(h™) |, P(t,)6yn(t,) = O(h™T") | 624(t,) = O(R=) |

wenn die Konsistenzbedingungen nach Algorithmus 1 erfilll sind fir alle Biume t € T,
der Ordnung o(t) <q,—1, fir alle Biume uw €1, mit o(u) < q. sowie zusdtzlich
fiir alle Biume t € T, der Ordnung o(t) = q, , die sich nicht als t = [u], mit we T,
schreiben lassen.

Beweis Die Behauptung ergibt sich durch Vergleich der Taylorentwicklungen von analy-
tischer und numerischer Losung (vgl. [81, Satz 5.8]). Einzige Besonderheit sind die Kon-
sistenzbedingungen zu Bdumen ¢ € T, der Form ¢ = [u|, mit v € T, und po(t) =g, :
Sind ty,...,tm €T, und w:=[t1,...,t,]. € T., so hat die nach Algorithmus 1 auf-
gestellte l&onslstenzbedm&un& zum Baum [u], die Form 37, byw;;¢; = II mit geeignet
definierten ¢;. Wegen ~,; =b; ,(j =1,...,: s)ist Y, biwy = 5 s; mit dem Kroneckerschen
Delta é5;, also Zi,j biw;j¢; = ¢s . Man iiberpriift, daBl die Konsistenzbedingung zu [u],
bereits dann erfiillt ist, wenn die Konsistenzbedingungen zu t4,.. . ,t,, erfiillt sind. Hieraus
folgt die Behauptung, denn nach Bemerkung 23 gilt fir w:= [ty,...,t,]. € T, entweder
m > 2 (und damit o(t;) < o([u],) =¢,,i=1,...,m) oder u = [t']. mit einem Baum
t' €T, der Ordnung o(t') = o([u],) = g, , der sich nicht in der Form ¢’ = [«/], mit einem
u' € T, darstellen lafit.

Bemerkung 24 a) Biume mit ausschliefllich mageren Knoten fithren auf die aus der
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen bekannten Konsistenzbedingungen fiir
explizite Runge-Kutta—Verfahren.

b) Ahnlich wie im Beweis von Satz 16 zeigt man, daf beim Aufstellen der Konsistenz-
bedingungen weitere Baume unbeachtet bleiben kénnen, weil sie keine neuen Bedingungen
ergeben. Dies trifft unter den Voraussetzungen des Satzes auf alle Baume zu, die einen
fetten Knoten enthalten, der nicht der Wurzelknoten des Baumes ist und der genau einen
Nachfolger hat, denn fiir alle k> 2 gilt Z wijYjk = Oik -

Sind zusétzlich fiir ¢ > 2 die Parameter v;; durch ~;; = alﬂj ,(=1,..., i) gegeben
(vel. (3.62) und [21]), so entfallen wegen . ajwjr = 6; k41 5 (K > 2) auBeldem alle Bau-
me, die einen fetten Knoten enthalten, der

o ecinziger Nachfolger seines Vorgangers ist und
o Wurzel eines Teilgraphen uw = [ty,... 1], € T. dieses Baumes ist, in dem t;) # 7
fir mindestens ein 7o € {1,...,m} gilt.
(Betrachte als Beispiel den mit ,k“ indizierten Knoten im Baum t; aus Beispiel 20; hier

ist w=[r,7[r],]: und ip=m=3.)

Im nachfolgenden Beispiel werden einige Konsistenzbedingungen aufgefiithrt. Sofern
nichts anderes angegeben ist, ist stets {iber alle auftretenden Indizes zu summieren. Neben
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Tabelle 3.2: Konsistenzbedingungen fiir HERK Verfahren mit expliziter Stufe und
Ysj =bj, (G=1,...,3).

Nr. Baum Ordnung Konsistenzbedingung
1y 1 Sbhi=1

2, 2 Ybici=1

3, 3 Yobicl =14

4, 3 o biajjc; = tl—;

5y 3 > biciwijéjzﬂ = %

D2 Ao _ 4
Zbllbl]cj+1LL,kck+l =3

2 e =1
3 > biagwiréiy, = 3

1 Y diwy &, =2

1 Sdiwiyrer =1 & Y dici=1

‘\/e<\,<é<<v<\-

der Bezeichnung ¢; =Y ;i ij wird ¢iqq = 23:1 7vi; verwendet, insbesondere gilt fiir die
Verfahren, deren Koeffizienten die Bedingungen (3.62) und 7. b; = 1 erfiillen,

C=0, ¢&i=c¢, (1=3,...,8) und &1 =1.

Beispiel 21 a) Als Konsistenzbedingung fiir den Baum ¢; aus Beispiel 20 erhilt man
1 1 5 1 1
Z bi @i ik Yk Viom Ve Ao Wip Vo Yor = 3 4- 12656

Fiir Verfahren mit Koeffizienten nach (3.62) ergibt sich wegen

2 : 2 : 22 2 : g 2 22 :
i Wik Ykl Ykm Yknno = AijWikCpyy VknCn = bz,k+1ck+101\~+1,716,7, =¢; AinCp

Jik,lm,n,0 ik k,n n

— 1 wie fiir ; Beispiel ¢
dieselbe Konsistenzbedingung Y b;ca;,c, “sz(’p+1 = ; wie fiilr Baum ¢, aus Beispiel 20.
b) In Tab. 3.2 sind alle KonmS‘ren?l)edmgungen zu Satz 16 mit ¢, =3, ¢. =1 zusam-

mengefafit.

Halb-explizite Runge—Kutta—Verfahren der Konvergenzordnung ¢ <5

Mit steigender Ordnung ¢, ¢. wichst die Zahl der Konsistenzbedingungen sehr schnell
an, fiir die Konstruktion von Verfahren werden deshalb vereinfachende Bedingungen an
die Koeflizienten b;, a;;, v:; gestellt.




102 3. Die numerische Losung von diflerentiell-algebraischen Systemen

Bemerkung 25 Bei der Verfahrenskonstruktion geht man von einem expliziten Runge
Kutta—Verfahren aus, dem ggf. eine Stufe hinzugefiigt wird, un die Konsistenzbedingun-
gen fiir z zu erfiillen ([118], [21]). Fs dient der Ubersichtlichkeit, die Stufenzahl des explizi-
ten Runge Kutta Verfahrens wie tiblich mit ,,s“ zu bezeichnen. Ein HERK Verfahren mit
zusatzlicher Stufe hat dann also § =s+1 gtufeu in(3.21)ist asy1,; =0b;.(j=1,...,: s),
d. h. Y, 41 = Yny1 - Man beachte, daB fiir § > s der Funktionswert f(?,157 Z,3) nicht in
die Berechnung von y,,41 eingeht, denn b5+1 = 0. Wihlt man die Parameter d; in einem
Verfahren mit zusétzlicher Stufe als d; = 6j541, (7 =1,...,5+ 1), s0ist Ypp1 = Yo sq1 ,
Zn41 = Zpsp1 und der bei der Berechnung von ¢(1,,s+1) auszuwertende Funktionswert
f(Yyst1s Znss1) kann als f(y,41,2041) in der ersten Stufe des nachfolgenden Integra-
tionsschritts noch einmal verwendet werden (FSAL: ,first same as last® [82, S. 167]).

Nun beschranken wir uns auf die in [21] betrachteten Verfahren mit (3.62), d. h.

”,/11:0 ,“7&0 (7*2 ...... e ), ’)’ij:(li+1'j,(l':l,...,ﬁ,jil,...,i) (372)

mit §=s bzw. (fir Verfahren mit zusitzlicher Stufe) § = s+ 1. Fiir die einheitliche
Darstellung der vereinfachenden Bedingungen wird hier asyq:=b;, (j=1,...,: s+1)
gesetzt; im Fall §=s4+1>s sind ago; : =735, (j =1,...,5+ 1) geeignet zu bestim-
mende neue Parameter des Verfahrens. Ein solches Verfahren erfiillt die vereinfachenden
Bedingungen C(r) und D(1), wenn gilt:

1 l . « ~ 4
C(r) - ;“ifcé-:mi“ (=3 AL =0, =),
D(l) H bj(lﬁ:bi(l—ci) 5 (i:l,...,s).

=it

(Die Bedingung C(1) ist wegen Z]. a;; = ¢; stets erfiillt.)

Bemerkung 26 Ist (3.72) und die Bedingung C(r) erfiillt, so gilt >, Yijch = f’iﬁ (I+1),
(1=2,...,4,1=0,1,...,7—1). Wegen 1-¢, =0 =&+ /(l+1) kénnen diese Gleichun-
gen mit den Bezeichnungen ¢ := (c},..., )7, &= (&, .., Alst_ll)T zusammengefafit
werden zu Wld = élfl/(l + 1), denn mit Ausnahme der ersten Zeile enthilt die Matrix
W~ die Parameter v;;. Multipliziert man dieses Gleichungssystem mit W, so folgt aus

C(r) die reziproke Bedingung ([36])

J

C(r)R : Zw]lclﬂ— (I+1)c, (G=1,...,8,1=0,1,...,r—1).

Zu einem Baum t € T, U T, treten in den nach Algorithmus 1 aufgestellten Konsistenz-
bedingungen Ausdriicke der Form ). wjl-(?fﬂ auf, wenn ¢ den Baum u; = [r,7], aus
Abb. 3.4 als Teilgraphen enthélt. Dabei fithrt der Baum ¢3 aus Abb. 3.4 fiir jeden belie-
bigen Rumpf ¢* € T, U1, auf dieselbe Konsistenzbedingung wie ¢4, wenn das Verfahren
die Bedingung C(2) (und damit auch C(2)R) erfiillt. In Tab. 3.2 entfallen fiir diese Ver-
fahren die Bedingungen 5,, 6, und 7,. Allgemein brauchen fiir ein Verfahren, das die
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13 = >/ 1y = / U
uz = uy = O>/ us

Abbildung 3.4: Bidume und vereinfachende Bedingungen (vgl. Bemerkung 26).

<
<

Il
e
o
Il

u*

Bedingung C(r) erfiillt, alle diejenigen Béume nicht betrachtet zu werden, die einen , bu-
schigen® Baum [7,7,...,7]. € 1. der Ordnung p(u) < r (echt) enthalten. Als Beispiele
zeigt Abb. 3.4 die buschigen Baume der Ordnung 1 und 2 (uq, us).

Satz 17 Mit den Parametern ;; nach (3.72) fihrt ein explizites Runge—Kutta—Verfahren
der Ordnung p mit 2 <p <5 auf ein HERK-Verfahren mit lokalem Diskretisierungs-
Jehler Syu(t) = O(hP) | wenn die vereinfachenden Bedingungen C(2) (fir p=3 ), C(2)
und D(1) (fir p=4 ) bzw. C(3) und D(1) (fir p=>5) erfillt sind.

Beweis Fiir p=3 folgt die Behauptung aus Tab. 3.2 und Bemerkung 26.

Fiir p =4 zeigt man fiir Verfahren, die die vereinfachende Bedingung C(2) erfiillen, durch
vollstandige Fallunterscheidung, da neben den klassischen Konsistenzbedingungen an das
explizite Runge Kutta Verfahren nur eine Konsistenzbedingung verbleibt:

. 3 q
Zi,j biCl‘UJ,'J'Cj-+1 = I . (313)

Fiir diese Verfahren gilt 0=1—2 =3 bic; =23, biage; = 3, bi(cf — 2 asic)
bacs , also by = 0. Wiein Bemell\ung 24b folgt deshalb unter Verwendung von D(1), daB
auch die Konsistenzbedingung (3.73) erfitllt ist:

g biciwi; ¢ = E biw;; 2, — g braiw;; ¢
i iCiWi;C 41 i iWijCip1 Gk kQEkiWiChipq
3
= E 65JC_7+1 E ik bk5k J+1(‘]+1 E bk(’,\ = _1 -

p=>5:1Ist C(3) erfiillt, so gilt &1 >, ajqp1kck = %é';ﬂ fir alle j=1,...,5. Wie in
Bemerkung 26 zeigt man, dafl deshalb Baume ¢ € T, UT. , die einen der Baume uy, us,
us aus Abb. 3.4 (echt) enthalten, keine neuen Konsistenzbedingungen ergeben. Nutzt man

dies aus, so folgt die Behauptung fiir p =5 ebenso, wie zuvor fiir p =4 gezeigt.

]

Die Bedingungen an den lokalen Fehler 6y,(t) sind also automatisch erfiillt, wenn
man von einem geeigneten expliziten Runge—Kutta—Verfahren ausgeht. Die neu hinzu-
kommenden Parameter d; und (gegebenenfalls) a,y,; werden so gewéhlt, daff auch die
Bedingungen an 6z, (t) erfillt sind.




104 3. Die numerische Losung von diflerentiell-algebraischen Systemen

Satz 18 Mit den Parametern ~y;; nach (3.72) hat ein HERK Verfahren, das die verein-
fachende Bedingu:zg C(g:) mit einem ¢, € {1,2,3} erfillt, einen lokalen Diskretisierungs-
Jehler §z,(t) = O(h*=T) | wenn gill:

3

dodid=1, (1=0,1,....q.). (3.74)

i=1

5

dy =0 (fir ¢. >2 ) und Zdiaiz = Z diwijcjy1a;412 =0 (fir ¢. >3 ) (3.75)

i,j=1
und .
L g dyw;;é J:l' =1. (3.76)
4= +1 4,j=1 !
Beweis Die Konsistenzbedingungen (3.74) entsprechen den Baumen [[7,...,7],]., so

ist z. B. fir uy = [[7,7],]. aus Abb. 3.4

§ 2 § 2 E 2 § 2
1= - diwij’)’jkck = - dﬂl‘,‘ja]‘+1'k(‘.k = . ([1'5;ka = _(Il'Cl- -
i,5,k 1,5,k ik i

Die Bedingungen (3.75) garantieren, daf die Konsistenzbedingungen zu beliebigen Bau-
men der Form uz aus Abb. 3.4 mit p(us) < ¢. erfiillt sind, wenn C(g.) und (3.74) gelten.
Als Beispiel betrachte fiir ¢, > 2 den Baum wug aus Abb. 3.4:

Zi,j d;aijc; = %Z;dic? + Zizi& di(zj ajjc; — %cf) — —dzc2 = Z dic}

Die Konsistenzbedingungen fiir die buschigen Baume [7,...,7]. (z. B. u1, us aus Abb. 3.4)
lauten: 37, . d; uljcﬁll =[l+1,(l=1,...,¢.). Nach Bemerkung 26 sind diese Bedingun-
gen fiir | < ¢, &quivalent zu (3.74), wenn C(¢.) erfiillt ist; im Fall [ = ¢. ergibt sich die
Bedingung (3.76).

Durch vollstéandige Fallunterscheidung (die dem Computer iibertragen werden kann) iiber-
zeugt man sich, daff alle anderen Baume u € 1. mit o(u) < ¢. einen der Baume uy, us,

lOlH

us aus Abb. 3.4 echt enthalten. Wie in Satz 17 folgt, daB keiner dieser Baume auf eine
neue Konsistenzbedingung fiithrt.

Bemerkung 27 a) Erfiillt ein HERK Verfahren neben den Voraussetzungen von Satz 18
die vereinfachende Bedingung C(r) mit r = ¢, + 1, so ist Bedingung (3.76) wegen der
reziproken Bedingung C(r)R &quivalent zu (3.74) mit [ = ¢. (vgl. Bemerkung 26).

b) Die Bedingungen in Satz 18 vereinfachen sich fiir HERK—Verfahren, die unter Verwen-
dung der FSAL-Technik durch Anfiigen einer zusétzlichen Stufe aus einem s-stufigen ex-
pliziten Runge-Kutta—Verfahren der Ordnung p > 1 hervorgehen (Vgl Bemerkung 25).
Ist §=s+1>3 und dj =6j,41 (d. h. zp41 =27, 41 und E d; c = (’ISJr1 =1), so
gilt fiir den lokalen Fehler §zj,(t) = O(h%*!) mit einem ¢, € {1,2,3} , wenn die Bedin-
gungen C(g.) und ZJ- wsﬂdégﬂl = ¢, +1 und zusatzlich fiir ¢, =3 die Bedingungen
by =0 und Z]- Wett,;Cip1aj41,2 = 0 erfiillt sind.
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Die Sétze 12, 17 und 18 geben Kriterien zur Konstruktion von HERK Verfahren der
Konvergenzordnung ¢ in y und ¢ — 1lin z fiir ¢ <5 an. Neben den Konsistenzbedingungen
ist dabei die Kontraktivitdtsbedingung |37, d;jwji| < 1 zu erfiillen. Bei Ausnutzung der
FSAL Technik benétigen die Verfahren pro Integrationsschritt im wesentlichen ebenso
viele Aufrufe der rechten Seite f, um eine gegebene Ordnung ¢ zu erreichen, wie explizite
Runge-Kutta—Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Sie sind damit deutlich
effektiver als die nach dem klassischen Ansatz aus [81] konstruierten Verfahren (Tab. 3.3).

Tabelle 3.3: Vergleich des numerischen Aufwands (pro Integrationsschritt) fiir explizite
Runge-Kutta—Verfahren, HERK—Verfahren nach [81] und HERK—-Verfahren mit expliziter
Stufe.

=2 q=3 q=4 q=5

explizite Runge-Kutta—Verfahren

Aufrufe der rechten Seite 2 3 4 6
HERK-Verfahren mit (3.63)

Aufrufe von f 2 3 5 8

Gleichungssysteme (3.22) 2 3 5 8
HERK-Verfahren mit (3.72)

Aufrufe von f 2 3 4 6

Gleichungssysteme (3.22) 1 2 4 6

Beispiel 22 a) ¢ = 2. Zu einem gegebenen expliziten Runge-Kutta—Verfahren der Ord-
nung p = s = 2 wihlt man Parameter v;; nach (3.72) mit §:= s =2 undsetzt d; :=b; ,
(7 = 1,2). Dieses HERK-Verfahren konvergiert mit der Ordnung ¢ =2 iny (und mit der
Ordnung ¢ — 1 in z), denn E.(lj = Z.b- =1 und Z.(l-u'ﬂ = Z bjwji =21 =0.

b) ¢=3. Ein explizites Runge-Kutta—Verfahren der Oldnuug) p =s=3, das C(2)

erfiillt, hat Parameter b, = 0 (denn bzassc, = % und > b; = 3 ), 3= % , b= % ,
by = 3 (denn 37, bict = 14&1 , 1=0,1,2) und az = QL (denn bsasyc; = ). Der Pa-

rameter ¢z # 0 bleibt frei wahlbar ([82, Kapitel II.1]). Mit §:=s=3 , =3, ¢.=1
ergeben die Bedingungen (3.74) und 3~ djw;; = 0 (vgl. (3.30)) ein Svstem aus 3 linearen
Gleichungen in dy, d3, ds, das die eindeutig bestimmte Losung dy = —2 + , dy = 7i ,
ds = 3 hat. Mit diesen Parametern und mit (3.72) ergibt sich ein HERK-Verfahren der
Ordnung ¢ =p =3 in y und der Ordnung ¢ — 1 in z (vgl. Satz 18 und Bemerkung 27a).
c) ¢=4. Fir ein explizites Runge-Kutta—Verfahren der Ordnung p=s =14 ist D(1)
erfiillt und damit auch ¢y =1 (denn by(1 — ¢4) = > bja;q = 0 ). Die Verfahren, die C(2)
erfiillen, bilden eine Familie mit ¢, als freiem Parameter und by =Y bjaj, =0, ¢3 = %
([82, S. 138]). Fir §:=s=4 fihren C(2)R und die Konsistenzbedingungen (3.74) und
(3.76) mit ¢. =2 auf

4

4
B+ Bt =1, Zslﬂ_z, Z &.=3 (3.77)

i=2 =1
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mit f3; = Z»] djwj; ,(i=1,...,4), denn

wj1 + Zizz W;iCip1 = Wj1 - (Zk b1r) + Zizz ‘wﬁ(zk Vik) = Zk b =1

nach Definition von W. Die Lésungen von (3.77) sind 3y =1, B, =—=8, B3+, =14
(beachte ¢y =c5=1). Wegen B =73, djwj; kann deshalb ein HERK Verfahren mit
S§=s=4,(3.72), Pt)oyn(t) =O(h*) und 8z(t) = O(h*) nicht die Kontraktivitits-
bedingung | Zj djw;| < 1 erfiillen. Ebensowenig 148t sich die Kontraktivititsbedingung
erfiillen, wenn man eine zusétzliche Stufe mit ¢ = Z] agj = 1 einfiihrt.

Unter Ausnutzung der FSAL Strategie (vgl. Bemerkung 25) wird deshalb eine Stufe mit
cg # 1 hinzugefiigt. Neben d; = 5; werden Parameter ag; = vs5; bestimmit, fiir die gilt

ZJ_ agjcl = liféﬂ L (1=0,1), Zj wsiel, =3, ws =0, (3.78)
Dann ist 3°.d;jwj; =0 und nach Satz 12 und Bemerkung 27b konvergiert das Verfahren
mit der Ordnung ¢ =p =4 in y und mit der Ordnung ¢ — 1 in z.

Die Gleichungen (3.78) haben fiir jedes ¢ ¢ {0,1,1} eine Losung mit a5 # 0 (d. h.
755 # 0 ), die Parameter ag; und ¢g sind dabei frei wihlbar. Da die Jacobimatrix ®¢ in
(3.22) fiir ¢ =5 die Form hags|g, f-](y(t.), z(t,)) + O(h) hat, wihlen wir cg so, daB |ags|

moglichst grof wird: ¢ := % — %\/i . Setzt man zur Vereinfachung ags := by = 0, so folgt

1 1 1 4 7 1
ag1 = E—m\/g g3 = ;-E\/i 064:—ﬁ\/§~ (ZGSZE\/E-
d) ¢ =5. Ein explizites Runge-Kutta—Verfahren der Ordnung p=5 hat s>6 Stu-
fen. Wir beschranken uns hier auf das Verfahren von Dormand und Prince 5. Ordnung,
das eines der effizientesten Integrationsverfahren fiir nicht-steife gewdhnliche Differential-
gleichungen ist ([82, S. 178f]). Es hat s = 6 Stufen und erfiillt die Bedingungen C(3) und
D(1). Neben der geringen Stufenzahl sind vor allem die sehr gute Schrittweitensteuerung
durch ein eingebettetes Verfahren 4. Ordnung und die sehr kleinen Koeffizienten im fiithren-
den Fehlerterm hervorzuheben.
Wihlt man zum Verfahren von Dormand und Prince die Parameter 4;; nach (3.72), so
kann man wie bei der Untersuchung des lokalen Fehlers durch Taylorentwicklung zeigen,
daf} die Stufenvektoren die Bedingungen (3.42) aus Folgerung 3 erfiillen. Das Verfahren
erfiillt auBerdem die Voraussetzungen (3.41) in Folgerung 3, denn wegen C(3) ist b, =0
und fitr & > 2 ist wegen (3.72) > apjwji =0, alsofolgt 37, bragjwji = 0 und deshalb
in (3.41) auch 7. bjcjw;r =0, weil D(1) gilt.,
Nach Folgerung 3 ist prinzipiell also 6z4(t) = O(h%*!) mit ¢. =2 ausreichend, um
Konvergenz mit der Ordnung ¢ =5 fiir y zu erreichen. Die auf diese Weise konstruierten
Verfahren sind aber in praxi nicht brauchbar, weil die Koeffizienten des fithrenden Feh-
lerterms in 6z, (t) sehr viel grofler als beim Verfahren von Dormand und Prince sind und
lym — y(tm)|| einen Fehlerterm O(h*)max,<m [|6z1(ts)|| enthalt (vgl. (3.43)).
Statt dessen wird fiir die Konstruktion des HERK-Verfahrens HEDOP5 dem Verfahren
von Dormand und Prince unter Ausnutzung der FSAL-Technik eine 7. Stufe hinzugefiigt,
deren Koeflizienten as; = v7;, (j =1,...,7) nach Bemerkung 27b mit ¢. =3 bestimmt
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Tabelle 3.4: Parameter a;;, b; des HERK Verfahrens HEDOP5 (vgl. auch [82, Tab. IL5.2]),
~ij ergibt sich aus (3.72).

0
1 1
5 5
3 3 9
10 10 10
4 a4 _56 32
5 15 15 9
8 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729
1 9017 _ 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
35 500 125 2187 11
1 = 0 = — =
384 1113 192 6784 84
10 | 18611506045861 59332529 2500441508627 a 46310205821  __ 3280
20 19738176307200 14479296 893904224850 84 85 287848404480 75413
oy = 2763523204159 e 1 — 1262869588913
84 *™ 3289696051200 ’ 85 *7 T 116235927142400

werden (d; = &7;). Der Fehlerterm O(h?) maX,<m [|02,(t:)] in (3.43) ist dann gegeniiber
dem Fehlerterm 5. Ordnung vernachléssighar. Zusammen mit C(3) und der Bedingung,
die \EJ djwj1| <1 garantiert, ergibt sich das Gleichungssystem

1
- I+1 — < NP . — N S— Vo —
E as;c; = I R (l=0,1,2), E wriciy1@412 =10, E wrj€ip =4, wn =0,
j j j
(3.79)
das durch Multiplikation der letzten 3 Gleichungen mit asr = 1/wrr in ein lineares
Gleichungssystem in asi, asz, ..., asr umgeformt werden kann, denn wegen ~57; = as; ,

G=1,....7) gt
7 6 6
agrwrj = Z agiw;; — Z agiw;; = — Z aziwij , (7 =1(1)6).
i—1 i—1 i—1

und in W héngen die Elemente w;; mit Zeilenindex ¢ < 6 nicht von asg, (k =1,...,7) ab.
Zu beliebig vorgegebenen asr, cs mit ¢s # 1 ist (3.79) eindeutig 16sbar. Bei der Festlegung
von agy und cg fordert man einerseits, dafl die Koeffizienten des fithrenden Fehlerterms
von 6z;(t) (im quadratischen Mittel) mdglichst klein sind, und andererseits, dafl die Para-
meter agj, (j = 1,...,7) und 1/as; betragsméaBig nicht zu groff werden. Dabei erweist sich
cs = 19/20 , asr = —3280/75413 als guter Kompromif} zwischen beiden Forderungen. Da-
mit ergibt sich ein T-stufiges HERK-Verfahren der Ordnung ¢ = p =5 in y und der Ord-
nung ¢ — 1 in z, dessen Parameter in Tab. 3.4 im erweiterten Butcher-Schema dargestellt
sind. Die hier vorgeschlagene Wahl der Verfahrensparameter d;, as; erlaubt die Ubertra-
gung und Anpassung der Schrittweitensteuerung nach Dormand und Prince an das halb-
explizite Verfahren (vgl. Abschnitt 3.3.2). Leider ist es nicht mdglich, durch Hinzunahme
einer einzigen Stufe sowohl eine eingebettete Losung ¢,41 =y, + h Z]. Z)jf(Y,Lj, Z,;) von
4. Ordnung zur Schrittweitensteuerung als auch eine Naherung z,.; = EJ- d; Z,; mit

8zx(t) = O(h*) zu erhalten ([18, Beispiel 2e]).
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Vergleichsrechnungen

HERK-Verfahren fiir Index-2-Systeme werden vor allem zur dynamischen Simulation
von MKS eingesetzt. Vor der ausfithrlichen Diskussion dieser Anwendung in Abschnitt
3.3.2 sollen zunéchst — ohne alle Details der Implementierung — die hier konstruier-
ten HERK-Verfahren mit expliziter Stufe mit aus der Literatur bekannten Verfahren
verglichen werden. Hierzu wird fiir zwei bekannte nicht-steife Benchmark—Probleme die
Index-2-Formulierung der MKS Bewegungsgleichungen mit fixierter Schrittweite & (und
ohne Projektionsschritte) integriert. Die Abb. 3.5 und 3.6 zeigen fiir sehr viele verschiede-
ne Schrittweiten A den numerischen Aufwand, der erforderlich ist, um eine Ldsung einer
gewissen Genauigkeit zu berechnen. Als Vergleichslésung wird eine mit hoher Genauig-
keit berechnete numerische Lésung y™(¢), 2*(1) verwendet. Mit €y = 10-* werden die
Fehler €V, €# gemessen in den Normen

= (L3040
o= (o, 3 )
(3.80)

In Tab. 3.5 werden die 4 verglichenen HERK-Verfahren angegeben. Nutzt man die FSAL-
Technik aus, so benétigen die Verfahren (fiir n > 1) je Integrationsschritt 4 (HENEW4),
5 (HEM4), 6 (HEDOPS) baw. 8 (HEM5) Aufrufe von f (vgl. Tab. 3.3).

1/2 1/2

teol= ()

ref
n: = e+ |2}

Tabelle 3.5: Liste der in Abb. 3.5 und 3.6 verglichenen HERK-Verfahren.

Verfahren Markierung | Ordnung in y  Ordnung in =z
HEM4 ([38]) Wk 4 2
HEMS5 ([36]) § X 5 3
HENEW1 (Beispiel 22¢ mit ¢ := 2/5) ,0% 4 3
HEDOPS5 (Tab. 3.4) ot 5 4

Die fiir den Vergleich benutzten Benchmark-Probleme sind in der Literatur ausfiihr-
lich dokumentiert und sollen hier nicht im Detail beschrieben werden. In beiden Fallen
hangen die Modellgleichungen linear von den algebraischen Komponenten ab, so daf} die
Gleichungssysteme (3.22) linear in ¢ sind.

Abb. 3.5 zeigt Ergebnisse fiir den z. B. in [84, Kapitel VIL.7] beschriebenen 7 Kérper
Mechanismus! (, Andrews’ squeezing mechanism*), der auf n, = 14 Differentialgleichun-
gen und n, = 6 algebraische Gleichungen in (3.19) fithrt (¢ € [0,0.03]).

Als zweites Beispiel wird die von Fithrer ([56], vgl. auch [57]) geringfiigig modifizier-
te Fassung des Lastwagenmodells von Simeon et al. ([149]) verwendet.? In Abb. 3.6 ist
ny =18, n. =2 und t€[0,1].

Mit wachsender Genauigkeit (d. h. kleiner werdendem Fehler) wéchst der Aufwand der
Verfahren an. Hinsichtlich des Fehlers in y sind fiir beide Benchmark—Probleme die beiden

'Unter http://www.cwi.nl/cwi/projects/IVPtestset.shtmlsind am CWI Amsterdam FORTRAN—
Quellen fiir dieses Benchmark—Problem im Internet verfiigbar.
2Der Autor dankt Herrn Dr. C. Fiihrer (Lund) fiir die Uberlassung des FORTRAN-Quelltexts.
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differentielle Komponenten y algebraische Komponenten z
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Abbildung 3.5: Aufwand und globaler Diskretisierungsfehler von HERK-Verfahren nach
Tab. 3.5: Benchmark 7 Kérper Mechanismus ([84, Kapitel VIL.7]).
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Abbildung 3.6: Aufwand und globaler Diskretisierungsfehler von HERK-Verfahren nach
Tab. 3.5: Benchmark Lastwagenmodell ([56], [149]).
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Verfahren 4. Ordnung HEM4 und HENEW4 (¢, ,0“) etwa gleichwertig. Fiir scharfere
Genauigkeitsforderungen sind die Verfahren 5. Ordnung tiberlegen, wobei HEDOPS (,,+)
deutlich effizienter als HEM5 (,, x“) ist. Wegen der hoheren Konvergenzordnung in z sind
die Unterschiede zwischen den Verfahren mit expliziter Stufe (HENEW4, HEDOP5) und
den Verfahren HEM4 und HEM5 in den rechten Diagrammen der Abb. 3.5 und 3.6 noch
wesentlich groBer. (Mit der doppelt logarithmischen Skaleneinteilung ergeben sich fiir
Fehler der Ordnung O(h?) in der Regel lineare Kurvenverldufe mit Anstieg ¢ in Abb. 3.5
und 3.6. Wechselt die Differenz zwischen der numerischen Losung und der Vergleichslésung
jedoch das Vorzeichen (z. B. im rechten Diagramm von Abb. 3.5), so kann sich lokal ein
anderer Verlauf ergeben.)

Die Testergebnisse belegen, daff die Einfithrung einer expliziten ersten Stufe in HERK—
Verfahren hoherer Ordnung auf Verfahren fithrt, die den bisher aus der Literatur bekann-
ten Verfahren HEM4 und HEMS5 z. T. deutlich iiberlegen sind.

Zusammenfassung und Ausblick

Halb-explizite Runge-Kutta—Verfahren sind effektive Integrationsverfahren fiir nicht-steife
DA Systeme in Hessenbergform. Durch Einfithrung einer expliziten ersten Stufe wird
es moglich, aus der Literatur bekannte explizite Runge-Kutta—Verfahren zu HERK-
Verfahren gleicher Ordnung zu erweitern. Fiir Verfahren hoherer Ordnung ist dabei eine
zusétzliche Stufe erforderlich. Statt der aufwendigen Auflésung komplizierter Konsistenz-
bedingungen sind (bis zur Ordnung ¢ = 5 ) ausschlieflich lineare Bedingungsgleichungen
zu erfiillen, wenn das gegebene explizite Runge-Kutta—Verfahren bestimmte vereinfachen-
de Bedingungen erfiillt.

Bisher wurden Verfahren der Ordnung ¢ <5 konstruiert, jedoch ist der Verfahrens-
ansatz nicht hierauf beschrankt. Prinzipiell lassen sich so auch Verfahren héherer Ordnung
konstruieren (auch mit mehr als einer expliziten Stufe), ebenso ist eine Ubertragung auf
die von Ostermann ([124]) untersuchten HERK—Verfahren fiir Index-3-Systeme in Hes-
senbergform denkbar.

3.3.2 HEDOPS5 — Ein Integrator zur dynamischen Simulation
von mechanischen Mehrkérpersystemen

Eines der wichtigsten Anwendungsgebiete fiir partitionierte Integratoren ist die dynami-
sche Simulation von mechanischen Mehrkorpersystemen (MKS). Auf der Basis des im
vorhergehenden Abschnitt konstruierten HERK-Verfahrens 5. Ordnung wurde der Inte-
grator HEDOP5 entwickelt, der besonders fiir nicht-steife MKS geeignet ist. In diesem
Abschnitt wird HEDOP5 (Half~Explicit integrator on the basis of the 5th order method

of DOrmand and Prince) beschrieben und mit anderen Integrationsverfahren verglichen.

Schrittweitensteuerung

Als Basis des Integrators wurde das explizite Runge-Kutta—Verfahren 5. Ordnung von
Dormand und Prince gewihlt, weil es fiir mittlere Genauigkeitsforderungen (1072 ...107%)
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als eines der effektivsten Einschrittverfahren gilt ([82, S. 249{f]). Mit einer expliziten er-
sten Stufe sind die Koeffizienten des HERK—-Verfahrens durch Tab. 3.4 und ~41 =0,
Vij = @iy1,, (1 =2,...,7, 7 =1,...,1) gegeben. Fiir die Schrittweitensteuerung wird —
wie fiir gewdhnliche Differentialgleichungen ein eingebettetes Verfahren 4. Ordnung
verwendet.

Bemerkung 28 Das HERK-Verfahren hat im Unterschied zu dem expliziten Runge-
Kutta—Verfahren bereits ohne Schrittweitensteuerung 7 Stufen (in der letzten Stufe wird
Znt1 = Zy7 bestimmt). Der Funktionswert f(Y7, Z,7) = f(ynt1, 2nt1) kann fiir die Kon-
struktion des eingebetteten Verfahrens verwendet werden. Sei

=y b b (Vs Za) o Gen = 0~ [0 0) (0 2)9 () (3.81)
j=1
mit den Koeffizienten Z)]- des eingebetteten Verfahrens 4. Ordnung ([82, Tab. I1.5.2]):
5179 7571 393 92097 187 1 4
57600 7 7 16695 7 640 7 339200 ° 2100 * 40
Mit dem Baummodell zeigt man 7 — y(t,41) = O(h*) und P(t,)(7 — y(tus1)) = O(R®)
(falls y, = y(tn), 2. = z(tn) ). Dann folgt aber aus P(t,)(Jnt1 —7) =0 und

b=

gy(%l)(?)ﬂ-%—l - y(['n+1)) = gy(yn)(yn-%—l - 77) + gy(yﬂ)(ﬁ - y(ln+1))
—9(1) + (9(7) = 9(y(tat1)) + OB)[11 = y(tasa)|)) = O(R®)
daB Gnp1 = y(tagr) + O(R®) st ([31], [118]), d. h., Gn41 kann als N&herung 4. Ordnung

wie gewohnt in der Schrittweitensteuerung verwendet werden (gleiches gilt, wenn in (3.81)
das Argument (y,,2,) von [f.(g,f-)7"] durch (n,¢) mit n =y, + O(h), ( =z, +O(h)
ersetzt wird). Auf diese Weise erfordert die Berechnung der eingebetteten Lésung 4. Ord-
nung im HERK-Verfahren HEDOPS5 nur 1 Aufruf von g und je 1 Vorwérts- und 1 Riick-
wirtssubstitution (mit der schon zuvor faktorisierten Matrix [g, f2](7,¢) ).

Neben dem unter Verwendung von 9,41 — yn+1 geschatzten lokalen Fehler é6y,(t), der
auf den globalen Fehler O(h®) fiithrt, werden die differentiellen Komponenten y auch von
dem Term O(h?)max||6z4(t)]] = O(h®) beeinfluBt (vgl. (3.43) und Beispiel 22d). We-
gen der hoheren Ordnung kénnte dieser zweite Fehlerterm bei der Schrittweitensteuerung
ignoriert werden. Ohne zuséatzlichen Aufwand steht aber andererseits die Norm des Vek-

tors yn41 — 7 als Naherung fiir ||h[~)7 - [2(y(t), z(t))6z(t)|| zur Verfiigung. Man beweist
namlich fir den durch g¢(y, + A Ele lvjjf()‘;zj, Zn;) + h[;’;"/‘(yn_'_l,(f)) =0 definierten Vek-
tor gw mit dem Baummodell g:— 2(tg1) = O(R?) (falls y, = y(t,.) , z, = 2(¢,) ). Deshalb
folgt

9(1) = 90) = g (v +h Y0 b (Vags Zog) + b f (s, ) )

j=1
= [gy.fz](ym 571) . IIZ)T(ZHT - :) + 0(h2)”2n7 - QV” 3
orr — 71 = —fg0 L) N Wns 20)9(1) = —hbr folYn. 20)(Zur — C) + O(B?)[| Zuz — ¢

und HhET.fz(!Jn~-n)(€: - s(ln+1))H = ||gn+1 - ﬁ” + O(hs) ) denn ZnT = Z([n+1) + O(h4) .
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Ahnlich wie im Code DOPRI5 von Hairer et al. ([82, Anhang]) wird unter Verwendung
der eingebetteten Losung .41 in jedem Integrationsschritt die GroBe

N 1 & Untli = Yntli 2\ 1/2
ert := [[fss — g = <E Z( ATOL oL )

berechnet, wobei ATOL;, RTOL; die fiir die i-te differentielle Lésungskomponente vorgege-
benen Fehlerschranken (absoluter und relativer Fehler) bezeichnen. Eine neue Schrittweite
hneu bestimmt man entweder mit der Standardstrategie

hnen = 0.9 - (1/err)0'2

oder mit einer modifizierten Strategie in Anlehnung an die ,,PI-Steuerung® nach Gustafs-
son et al. ([78], vgl. [84, S. 28ff] fir die Anwendung auf DOPRI5). Ist err <1, so wird
die Integration mit dem néchsten Integrationsschritt ({41 — tn42) fortgesetzt, andernfalls
muf der Integrationsschritt ¢,, — ¢,,41 mit der verkleinerten Schrittweite hpey wiederholt
werden.

Prinzipiell werden fiir Index-2-Systeme in der Schrittweitensteuerung nur die Fehler in
den differentiellen Komponenten betrachtet. Die globalen Fehler in z kénnen um mehrere
GroBenordnungen groBer als die in y sein. Hinsichtlich des in Bemerkung 28 betrachte-
ten Fehlerterms A%||f.(y(t.), 2(tn))0zn(ts)|| erwies sich in allen Testrechnungen, daB die
Naherung A||gn+1 — 7| deutlich kleiner als ||g,41 — yn41]| war. In praxi fithrt deshalb
die Definition err := max{||g,+1 — Yns1lls 2l f (Ynt1, 2ng)||[|Jnt1 — 7]|} auf dieselben Er-
gebnisse wie err := ||§n41 — Y1 ]|

Anwendung auf die Modellgleichungen fiir Mehrkorpersysteme
Fiir die Anwendung von HEDOP5 auf die MKS-Modellgleichungen (3.1) ist die Index-2-

Formulierung als Index-2-System (3.19) in Hessenbergform zu schreiben. (Sowohl in den
MKS Modellgleichung als auch in den DA Systemen vom Index 2 werden in der vorlie-
genden Arbeit die in der Literatur iblichen Bezeichner fiir die auftretenden Funktionen
verwendet. Explizit sei deshalb darauf hingewiesen, dal f und ¢ in (3.1) eine prinzipiell
andere Bedeutung als in (3.19) haben.)

Fiir die Implementierung von HEDOP5 sollen méglichst schwache Voraussetzungen an
die MKS-Modellgleichungen gestellt werden, um die breite Anwendbarkeit zu garantie-
ren. Deshalb wird hier die  fiir theoretische Untersuchungen giinstige ~ Beschrankung
auf autonome Probleme mit regularer Massenmatrix M(q) aufgegeben. Mit den Bezeich-
nungen von Abschnitt 2.3 wird das HERK—-Verfahren formal auf das Index-2-System

¢ = T(gtp

o= u
w o= M(q)u— f(g,v,\t)+ G (g, t)A (3.82)
0 = w

0 = Glg,t)o+glg,1)
mit G(q,t) = (aiqg(ql)) -T(q,t) angewendet ([37], [109]). In (3.82) sind die versteckten

Zwangsbedingungen 0= G(q,t)v + (¢, 1) = £g(q(t),t) enthalten. In einer Umgebung
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der analytischen Losung seien die Funktionen f, ¢ und M hinreichend oft stetig differen-
zierbar, die Massenmatrix M(q) positiv semidefinit und die Matrix

( M(q) T(q,v,\ 1)

. | _ v 'vT ’ 3.8:
e ) it Tgo 1) = filg.o M) — GT(gd)  (389)

reguldr. Aus praktischer Sicht bilden MKS, in denen keine Reibungskrafte wirken, einen
wichtigen Spezialfall. Fiir diese Mehrkérpersysteme hangt f nicht von den Zwangskraften
ab, und es gilt f = f(q,v,t) und D(q,v,\t) = —=GT(q,1) in (3.83).

Die hier getroffenen Voraussetzungen an (3.82) sind i. allg. von den mit Mehrkorper-
formalismen automatisch generierten MKS-Modellgleichungen, die nicht immer auf eine
regulire Massenmatrix M(q) fithren, erfiillt (vgl. z. B. [144, Abschnitt 2.1 und An-
hang A2]). Sie garantieren dariiberhinaus bei konsistenten Anfangswerten die eindeu-
tige Losbarkeit des Anfangswertproblems fiir die MKS Modellgleichungen, denn das DA
System (3.82) bildet ein Index-2-System in Hessenbergform.

Wie iiblich erweitert man die Definition der HERK—Verfahren auf nichtautonome Sy-
steme durch formales Hinzufiigen der trivialen Gleichung ¢’ =1 ([82, S. 143]). Betrachtet
man nun wie in Bemerkung 25 ein 3-stufiges HERK-Verfahren mit § = s+ 1, das un-
ter Verwendung der FSAL-Technik aus einem expliziten Runge-Kutta—Verfahren hervor-
gegangen ist, so folgt fiir (3.82) mit y = (¢,v,w)T und z = (u, \)T inshesondere

Ofu,L—I—hZ’mU'/ , (i=1,...,5)

mit
W= M(Qui)Uni — F(Quiy Vais it + cih) + GT(Quis to + cih)Ns . (1=1,....3)

und W), =Wl . Ist 41 =0, 7 #0, (i=2,...,5), dann zeigt man mittels voll-
sténdiger Induktion, daf fiir konsistente Anfangswerte w,, =W,.=0, (j =1,...,3)
fiir beliebiges m > 0 gilt.

Unter der Voraussetzung ~;; = aiy1;, (i =2,...,5,j =1,...,7) 1aBt sich ein solches
HERK-Verfahren fiir (3.82) deshalb mit den Bezeichnungen agy1; =b; , M,; = M(Q.;),
Tnj =T(Qnjstn +cjh), ..., (j =1,...,8) schreiben als

4nt+1 = Qn,s+1 sy Ung1 = Vn,s+1 y Uppr = Un,s+1 5 /\n+1 = An,s+1

mit Stufenvektoren @i, Vii, Uiy Avi, fiir die gilt

i1 nld
Qui = qu+h Z”ianj Vi Vai=v.+ ”'Z @ilni > (=158 41),
J=1 =
U =tn, Am =\, (3.84)
M,; T U, /(in nis My b + € h)
Gt 0 Ani - haiyq,; "
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mit o1
ri =G ig - <Un +h Z(liJrl,jUnj) + 91(Qnjig1, tn + ciyrh) .
=1
Bis auf die explizite erste Stufe ist diese Darstellung identisch zu den von Brasey und

Hairer betrachteten Verfahren HEM4 und HEM5 ([36], [38]).

Bemerkung 29 Der Verfahrensansatz (3.84) kann unmittelbar auf Modellgleichungen
(3.14) fir MKS mit Kontaktbedingungen iibertragen werden. Hierzu bestimmt man fir
i=1,...,s Stufenvektoren S,;, fiir die gilt 2(Qyi, Sri) =0 . Diese S,; sind dann bei der
Berechnung der nachfolgenden Stufenvektoren in f(Qm Shis Vais Aniy b + cih) ... ein-
zusetzen (vgl. [81, S. 21]). Fiir hinreichend kleine Schrittweiten sind dabei zu gegebenen
Qi und ¢n41 die Gleichungssysteme h(Qy, Sni) =0 und A(gn+1, Sn41) = 0 lokal eindeu-
tig auflosbar nach S,; bzw. s,11, denn 0h/ds ist in einer Umgebung der analytischen
Losung regulér.

Implementierung

Bemerkung 30 In (3.84) werden U,;, A,;, (i = 2,....5) als Losung von Gleichungssyste-
men bestimmt. In einer Umgebung der analytischen Losung sind diese Gleichungssysteme
unter obigen Voraussetzungen lokal eindeutig 16sbar, wenn die Schrittweite A klein ist.

Héangt f von A ab, so kann diese Losung mit dem vereinfachten Newtonverfahren mit der

Matrix
M(G2)  —T(gu s Ams L)
G‘(qnvtﬂ) 0
10—

(3.85)

berechnet werden, als Startwerte wahlt man [ u AQ . A, oder wie in [9] und

[27) auch U = S il A= 32\ vijA,; mit geeigneten Parametern v;; (vel.
auch [37, Abschnitt IL.8]).

Fiir MKS ohne Reibungskréfte ist fy = 0. Dann kann zur Verringerung des numerischen
Aufwands ausgenutzt werden, daB —I' = GT gilt und deshalb die Matrix in (3.85) sym-
metrisch ist. Testrechnungen haben aber gezeigt, daf} es noch sehr viel giinstiger ist, die in
diesem Fall linearen Gleichungssysteme in (3.84) mit einem direkten Verfahren zu 16sen
(obwohl die s Koeffizientenmatrizen in (3.84) nicht symmetrisch sind).

Typische Anforderungen an einen Integrator fiir MKS Modellgleichungen sind neben
der reinen Zeitintegration

o die Berechnung konsistenter Anfangswerte,

e die Projektion der numerischen Lésung auf die Mannigfaltigkeit, die durch die
Zwangsbedingungen auf Ebene der Lage- und der Geschwindigkeitskoordinaten be-
stimmt ist,

e cine stetige Losungsdarstellung (,,dense output®, z. B. fiir graphische Darstellungen),
o die Arbeit mit Schaltfunktionen (z. B. zur Lokalisierung von Unstetigkeitsstellen),

o leistungsfihige Routinen zum Lésen der linearen Gleichungssysteme (ggf. unter Aus-
nutzung der Besetztheitsstruktur der Koeffizientenmatrix) und
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e die Beriicksichtigung von zusitzlichen dynamischen Variablen ¢, die in die Berech-
nung von f eingehen ( f = f(g,c,v, A, t) ) und fir die ¢ = d(q,c,v, A, t) gilt (z. B.
in mechatronischen Systemen).

Fiir partitionierte Verfahren war der auf einem halb-expliziten Extrapolationsverfahren
von Lubich ([106]) aufbauende Integrator MEXX ([108], [109]) das erste Programm, das
all diesen Forderungen gerecht wurde. Die in MEXX umgesetzten Ideen finden seither
auch fiir die Programmierung anderer halb-expliziter Verfahren Anwendung.

Sowohl fiir praktische Anwendungen als auch fiir numerische Vergleichsrechnungen
sind dabei Programmbibliotheken (z. B. MBSPACK [145], MBSSIM [157]) besonders ge-
eignet, weil sie verschiedene Integratoren zur Verfiigung stellen, die mit einer einheitlichen
Schnittstelle zum mechanischen Problem versehen sind.

HEDOP5 wurde auf der Basis anderer halb-expliziter Integratoren des Programm-
pakets MBSPACK in FORTRAN77 implementiert und in dieses Programmpaket integriert®
(im Internet verfiighar: ftp://ftp.mathematik.tu-darmstadt.de/pub/department/
software/mbspack/). Beim Aufruf des vom Nutzer bereitzustellenden Funktionsunter-
programms zur Auswertung von M, G, f, g, g:, ... verwenden die halb-expliziten Inte-
gratoren in MBSPACK eine Schnittstelle, die nahezu identisch zu MEXX ist. Im Anhang
wird mit dem Eingangskommentar zu hedop5.£ ein Uberblick iiber den Aufruf von HE-
DOP5 gegeben, eine ausfithrliche Beschreibung ist Bestandteil der Dokumentation von
MBSPACK (Datei hedop5.man).

Liegen konsistente Anfangswerte vor, so erfiilllt HEDOP5 die oben genannten An-
forderungen mit Ausnahme der Schaltfunktionen. Zur Lésung der auftretenden linearen
Gleichungssysteme werden in MBSPACK wahlweise LINPACK-, LAPACK- oder vom
Nutzer bereitgestellte Routinen verwendet ([3], [52]). Die stetige Losungsdarstellung be-
rechnet man ebenso wie fiir das Verfahren von Dormand und Prince ([82, S. 191ff]).

Bei der Projektion von Vektoren ¢, v, die sowohl zur Vermeidung des Drift-off-Effekts
als auch bei der Berechnung konsistenter Anfangswerte grofie Bedeutung hat, wird wie
in MEXX ein der speziellen Struktur der MKS Modellgleichungen angepafites Verfahren
verwendet ([106], [144, Algorithmus 4.1]): Ausgehend von Vektoren ¢, 0, die die Zwangs-
bedingungen zum Zeitpunkt ¢ ndherungsweise erfiillen, berechnet man ¢ = ¢+ 7'(¢,t)A,
und 7, mit

0 = M(q)A;+G"(q,1)n4 (3.86)
0 = g(q.1)
und anschliefend v, 7, mit
0 = M(q)(v—20)+ G (g, ). (3.87)

0 = Glg, v +9(q,1) .

Imm Projektionsschritt (3.87) ist nur ein lineares Gleichungssystem zu losen. Fiir die Losung
des nichtlinearen Gleichungssystems (3.86) mit dem vereinfachten Newtonverfahren steht
wihrend der Integration bereits eine gute Approximation der Jacobimatrix zur Verfiigung

3Der Autor dankt Herrn Dr. B. Simeon (Darmstadt) fiir die Uberlassung der Quelltexte der Tntegra-
toren MDOP5 und MHERKS5 aus MBSPACK und fiir die freundliche Unterstiitzung bei der Implemen-
tierung und bei den Tests von HEDOP5.
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(vgl. (3.84)), auBerdem ist fiir Startwerte A, =0, n, =0, das Residuum in (3.86) klein,
denn ¢, = q(t,) + O(h®) und g¢(q(t,),t,) = 0 . Deshalb erfordern die Projektionsschritte
insgesamt nur einen geringfiigigen zusétzlichen Aufwand wihrend der Integration ([109]).
Fiir eine ausfithrliche Beschreibung der Implementierung sei ebenso wie fiir die detaillierte
Beschreibung der halb-expliziten Integratoren in MBSPACK auf [144] verwiesen.

Vergleichsrechnungen

Aus der Literatur sind zahlreiche numerische Tests bekannt, die fiir nicht-steife MKS die
Uberlegenheit, halb-expliziter Integratoren gegeniiber impliziten Verfahren belegen (vgl.
z. B. [84, Kapitel VILT], [36], [37], [144], [145]). Die nachfolgenden Testergebnisse zeigen,
dafl HEDOPS5 den dabei schnellsten halb-expliziten Runge-Kutta—Verfahren gleichwertig
und z. T. sogar iiberlegen ist. Aus verschiedenen Testrechnungen mit Integratoren aus
MBSPACK wurden hierfiir 2 Benchmark-Probleme ausgewéhlt. Im Unterschied zu den
einfachen Testrechnungen aus Abschnitt 3.3.1, die vor allem die verschiedenen Diskre-
tisierungsfehler der betrachteten Verfahren verdeutlichen sollen, orientieren sich die bei-
den hier verwendeten Benchmark—Probleme an typischen Anforderungen der industriellen
Praxis (speziell des StraBenfahrzeughaus).

Beispiel A Das bereits in Abschnitt 3.3.1 betrachtete Lastwagenmodell wird hier in
der in [149] dokumentierten Form fiir ¢ € [0,20] integriert, es ist n, =n, =11,
ny = 1. Die Modellgleichungen enthalten eine (zeitabhéngige) Anregungsfunktion,
die Unebenheiten der Strafie simuliert und aus einer Fourierreihenapproximation von
Fahrbahnmefdaten gewonnen wurde. (FORTRAN-Quelltext von Simeon verfiighar
im Internet als ftp://ftp.mathematik.tu-darmstadt.de/pub/department/
software/mbspack/truck.f).

Beispiel B Ein typisches Beispiel fiir MKS, bei denen es sehr viel aufwendiger ist, die
Zwangsbedingungen nicht nur auf Ebene der Lage- und Geschwindigkeitskoordi-
naten, sondern auflerdem auch noch auf Ebene der Beschleunigungskoordinaten
auszuwerten (Gleichung (3.3)), ist die 5-Punkt-Hinterradaufhangung nach Hiller
und Frik ([91]). Die Modellgleichungen fiir dieses Beispiel wurden von Leister mit
dem Programmpaket NEWEUL ([99]) generiert!, der FORTRAN—-Code umfaBt ca.
7000 Zeilen Quelltext. Es ist n, =n, =14, ny =12 und ¢ € [0,0.6] . Mit einer
(glatten) Anregungsfunktion wird die Fahrt iiber eine Fahrbahnunebenheit simuliert

([147]).
Verglichen werden die folgenden halb-expliziten Verfahren:

— MDOP5: explizites Runge Kutta Verfahren 5. Ordnung von Dormand und Prince,
als halb-explizites Runge-Kutta—Verfahren auf die Index-1-Formulierung angewen-
det ([81, S. 20f], in MBSPACK von Simeon implementiert),

— HEMS5 ([36], hier in der Implementierung MHERKS von Simeon verwendet),

— HEDOP5 aus MBSPACK und

. 4Der Autor dankt den Herren Dr. G. Leister (Stuttgart) und Dr. B. Simeon (Darmstadt) fiir die
Uberlassung des an die MBSPACK-Schnittstelle angepafiten FORTRAN-Quelltexts.

3.3. Partitionierte Verfahren fiir nicht-steife Index-2-Systeme 117

— PHEM56 ([118] mit den Verfahrensparametern des unter ftp://ftp.unige.ch/pub/
doc/math/mechanic/phem56 . £ verfiigharen Codes): HERK-Verfahren auf der Basis
des Verfahrens 5. Ordnung von Dormand und Prince. Wie in HEDOPS5 ist 41 = 0
(explizite Stufe), §=s+1=7, 7 #0, (i=2,...,7), % =0;, (j=1,...,6)
und die FSAL-Technik wird ausgenutzt, es gilt jedoch nicht ~;; = a5, (2 <5).
(In den Tests wird fiir PHEM56 eine Modifikation von hedop5.f verwendet.)

In Tab. 3.6 wird fiir die Integratoren ein Teil des numerischen Aufwands zusammen-
gefaBt, dabei bezeichnet DEC die Anzahl der Matrixzerlegungen und SOL die Anzahl
der Vorwérts- und Riickwartssubstitutionen (jeweils pro Integrationsschritt). Das Kon-
struktionsprinzip von PHEMS56 laBt mit der Wahl von ~;;, (1 =2,...,5, j =1,...,17)
mehr Freiheitsgrade als in HEDOP5. Damit erreicht man im Vergleich zu HEDOP5
etwas kleinere Koeffizienten im fiithrenden Fehlerterm, muf} dafiir aber in (3.84) statt
Grit1 = G(Qnit1, b + ciy1h) zusdtzlich auch G(g, + h Z;=1 Vij T Vajs tn + éi41h) aus-
werten (¢ = 2,3,4,5).

Tabelle 3.6: Numerischer Aufwand von halb-expliziten Integratoren (Angaben pro Inte-
grationsschritt).

Aufrufe von Ordnung
Verfahren | Markierung f G Jqq aus (3.3) | DEC | SOL |iny in =z
MDOP5 40 6 6 6 6 6 5 5
HEM5 WX 8 8 0 8 8 5 3
HEDOP5 »t 6 8 0 6 7 5 4
PHEMS56 ok 6 12 0 6 7 5 4

In Tab. 3.6 beziehen sich die Angaben fiir DEC und SOL auf den sowohl fiir Bei-
spiel A als auch fiir Beispiel B vorliegenden Fall f = f(¢,v,t), fA =0 und auf di-
rekte Verfahren zur Losung der Gleichungssysteme in (3.84). Die hierbei auftretenden
Koeffizientenmatrizen sind fiir MDOP5 symmetrisch, fiir die anderen Verfahren dagegen
i. allg. nicht symmetrisch. Der geringfiigige zusétzliche Aufwand fiir Projektionsschritte
wurde in Tab. 3.6 nicht beriicksichtigt. Fiir die auf der Index-2-Formulierung basieren-
den Verfahren HEM5, HEDOP5 und PHEMS56 sind sehr viel weniger Projektionsschritte
erforderlich als fir MDOP5 (vgl. [1]).

In den Testrechnungen wurden jedem der Integratoren nacheinander verschiedene Feh-
lerschranken ATOL;, RTOL;, (: =1,...,n4 + n,) fir die differentiellen Komponenten ¢
und v vorgegeben (Toleranzen fiir absoluten und relativen Fehler, fiir alle Komponenten
sind diese Toleranzen gleich: ATOL; = ATOL, RTOL, =RTOL, (i =1,...,n, + n,),
ATOL = 0.1 RTOL ). Abb. 3.7 zeigt fiir Beispiel A die Ergebnisse fiir RTOL = 1073=3/% |
(j =0,1,...,56) und Abb. 3.8 fiir Beispiel B die Ergebnisse fiir RTOL = 10~*~7/% | wo-
bei die Marker die Ergebnisse fiir j/8 € N (also RTOL =107%,107%,... ) kennzeichnen.
Dargestellt ist in doppelt logarithmischer Skaleneinteilung die Rechenzeit (auf einer SUN
Sparch Workstation) und die erreichte Genauigkeit (in der Norm aus (3.80)). Wie in Ka-
pitel I1.10 von [82] zeigen diese Diagramme, wieviel Rechenzeit erforderlich ist, um eine
Losung mit einer gewiinschten Genauigkeit zu erreichen.
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Abbildung 3.7: Vergleich der Integratoren MDOP5 (,,0*), HEM5 (,,x*), HEDOP5 (,,+%)
und PHEMS56 (,,+“) bei Anwendung auf Beispiel A.
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Abbildung 3.8: Vergleich der Integratoren MDOP5 (,,0%), HEM5 (,,x“), HEDOP5 (,4)
und PHEM56 (,,+“) bei Anwendung auf Beispiel B.
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Abbildung 3.9: Vergleich der Integratoren HEMS5 (,x“), HEDOP5 (,,+%) und DASSL
(,B“, angewendet auf die GGL-Formulierung): Beispiel B.

Alle drei auf dem Verfahren von Dormand und Prince basierenden Verfahren erweisen
sich gleichermaflen als sehr effektiv, sie sind dem Verfahren HEM5 deutlich iiberlegen.
Insbesondere profitieren nicht nur MDOP5, sondern auch HEDOP5 und PHEM56 von
der effizienten und sehr zuverlassigen Schrittweitensteuerung durch das eingebettete Ver-
fahren 4. Ordnung (dies ist erkennbar an der gleichméBigen Verringerung des Fehlers bei
Verringerung der Genauigkeitsschranke).

Die Rechenzeitunterschiede zwischen MDOP5, HEDOP5 und PHEMA56 liegen in bei-
den Beispielen zwischen 10% und 20% und sind problemabhangig. Ist die Auswertung
von g,, sehr aufwendig (Beispiel B), so ist HEDOP5 iiberlegen, dagegen ist MDOP5
der schnellste Integrator fiir Beispiel A. Bei der hier verwendeten Implementierung war
HEDOP5 in allen Testrechnungen dem sehr &hnlichen Verfahren PHEM56 geringfiigig
iiberlegen; dies wird auch durch Testrechnungen von Murua ([118]) bestétigt. In den
algebraischen Komponenten z fithren die Integratoren HEDOP5 und PHEM56 trotz der
gegenitber MDOPS5 geringeren Konvergenzordnung zu sehr genauen Ergebnissen.

SchlieBlich werden zum Vergleich in Abb. 3.9 fiir Beispiel B die Ergebnisse eines implizi-
ten Integrators aufgenommen (,,5“, DASSL angewendet auf die Gear Gupta Leimkuhler
Formulierung der Bewegungsgleichungen, vgl. Abschnitt 3.1), wobei die vergleichsweise
hohen Rechenzeiten von DASSL noch einmal die Vorziige der halb-expliziten Integrato-
ren belegen.

Zusammenfassung

Die sehr guten Ergebnisse der Integratoren HEDOP5 und PHEM56 zeigen, dal durch die
Einfithrung einer expliziten Stufe die Nachteile der bisher bekannten HERK Verfahren fiir
Index-2-Systeme {iberwunden werden konnten, wobei sich das Verfahren mit +;; = a1 ,
(1=2,...,s4+1,j=1,...,i) als besonders vorteilhaft erweist. Gegeniiber Verfahren wie
MDOP5, die auf der Index-1-Formulierung der Bewegungsgleichungen aufbauen, entfallen
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die (je nach Beispiel) u. U. aufwendigen Auswertungen von g,, (diese Funktion muf
deshalb auch nicht als Quelltext zur Verfiigung stehen).

Gleichzeitig unterstreichen die Testergebnisse, daff aus praktischer Sicht nicht nur die
Wahl des Diskretisierungsverfahrens, sondern vor allem auch die Auswahl einer geeig-
neten Formulierung der Modellgleichungen wichtig ist, um effiziente Simulationssoftware
zu entwickeln. So ist der Integrator MDOP5 vor allem deshalb so erfolgreich, weil es
fiir die Index-1-Formulierung mdglich ist, ein sehr effizientes Verfahren fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen direkt auf das DA-System zu iibertragen. Die Entwicklung von
PHEM56 und HEDOPS zeigt, dall Verfahren, die auf der Index-2- oder sogar auf der
Index-3-Formulierung anfbauen, nur dann konkurrenzfdhig werden, wenn man auch hier
an die effektivsten Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen ankniipfen kann.

Fiir nicht-steife MKS-Modellgleichungen der Standardform (3.1) oder der erweiter-
ten Form (3.14) sind halb-explizite Integratoren den auf impliziten Verfahren basierenden
Standard Integratoren (z. B. DASSL, RADAUS5) iiberlegen. Dariiberhinaus ist ins-
besondere fiir MKS ohne Reibungskrifte (d. h. fy=0) — die Implementierung der
HERK-Verfahren wesentlich einfacher. Halb-explizite Verfahren erreichen jedoch nicht
den breiten Anwendungsbereich von impliziten Integratoren, denn sie nutzen die spezi-
elle Struktur des DA Systems bereits im Verfahrensansatz aus. In Simulationspaketen
konnen sie deshalb die bewdhrten impliziten Integratoren zwar sinnvoll ergénzen, aber
nie vollstandig ersetzen.

3.3.3 Partitionierte lineare Mehrschrittverfahren vom Adams—
Typ

Im Verhéltnis zu der umfangreichen Literatur tiber Einschrittverfahren fiir DA-Systeme
beschranken sich die Arbeiten zu Mehrschrittverfahren bisher auf relativ wenige Verfah-
rensklassen. Ein wesentlicher Grund hierfiir ist die aufwendige Implementierung von Ver-
fahren variabler Ordnung und Schrittweite. Neben dem am weitesten verbreiteten BDF-
Code DASSL ([129]) gibt es verschiedene Implementierung der BDF fiir DA Systeme.
Fiir die Integration der MKS Modellgleichungen  die hier im Vordergrund stehen wird
— sind z. B. ODASSL ([66]) und MKS-DAESOL ([54]) zu nennen. Wegen der hohe-
ren Konvergenzordnung und der kleineren Fehlerkonstanten versucht man auflerdem, fiir
nicht-steife MKS (implizite) Adams Verfahren zu verwenden. Der Integrator MBSABM
([4], [35], Bestandteil des Programmpakets MBSSIM [157]) verwendet hierzu die Index-1-
Formulierung der MKS—-Modellgleichungen. Dagegen sind implizite Adams—Verfahren ho-
herer Ordnung bei Anwendung auf Index-2-Systeme instabil und konvergieren nicht. Ver-
schiedene Ansétze, durch Verfahrensmodifikationen (,/3-blocking“) die Konvergenz der
Verfahren auch bei Anwendung auf Index-2-Systeme (3.19) zu erreichen, wurden von
Arévalo, Fiihrer und Séderlind untersucht ([7], vgl. auch [6], [8]).

Der Konvergenzbeweis fiir partitionierte lineare Mehrschrittverfahren (PLMSV) aus
Abschnitt 3.2.2 gibt den Konvergenzuntersuchungen fiir solche modifizierten Verfahren
einen einheitlichen Rahmen auf der Grundlage des Konvergenzbeweises fiir klassische
Mehrschrittverfahren in [84, Kapitel VIL3]. Neben den 3-geblockten Verfahren erwei-
sen sich die hier neu eingefithrten PLMSV vom Adams-Typ, die ein Adams—Moulton—
Verfahren fiir den differentiellen Teil eines Index-2-Systems (3.19) mit einer BDF-Dis-
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kretisierung fiir den algebraischen Teil kombinieren, als besonders geeignet. Ein solches
k-Schritt- Verfahren erreicht fiir beliebiges k& > 1 die Ordnung ¢ =k + 1 fir y und die
Ordnung ¢ — 1=k fiir z. Ergebnisse eines numerischen Tests belegen die Vorteile des
neuen Verfahrensansatzes.

Im weiteren werden fiir das PLMSV (3.45) drei spezielle Verfahrensfunktionen be-
trachtet:

(I) Die algebraischen Komponenten z,.; werden so bestimmt, daB y,4x und z,.; die
versteckten Zwangsbedingungen 0 = %g(y(t)) =gy f(y,z) erfiillen, d. h.

0= [gyf](yn+kv Zn+k') -

(II) B-blocking: Sind zu einem linearen Mehrschrittverfahren mit charakteristischen
Polynomen o(¢) = Z_l;:o a;él ) o(8) = Z?:o 3,6 und B #0 zusitzliche Koeffi-
zienten 7;, (7 = 0,1,..., k) gegeben, so definiert ein $-geblocktes Mehrschrittverfah-

ren nach Arévalo et al. die Vektoren y, 41 und z,4; geméaB

k k-1 k
Z AjlYntj = h Z /3Jf(yn+Jv:n+J) + Ilﬂk./r(yn-#k'v Zntk — Z 57]57&]) ’ (3 8@)
=0 =0 j=o Ik 2+00

0 = g(yrl+k) -

(III) Sei yn4k wie in (3.45) definiert. Sind 4(€) = 25:0 &;¢ und 6(¢) = Zfzo ;A?jfj die
charakteristischen Polynome eines zweiten Mehrschrittverfahrens mit aj # 0 und
Br # 0, so wird z,4 bestimmt durch

k—1 k
Aklnir + Y Gitn; = kY Bif(Untir2nts) » (3.89)
j=0 j=0 o
0 = g(?)n#ﬁ) .

(Gleichung (3.89) dient zur Definition von z,yx, der Hilfsvektor g,4x muB nicht
explizit berechnet werden.)

Lemma 11 Fir dic Verfahren (1) (111) ist die Voraussetzung (3.46) an die Verfahrens-
Junktion W in (3.45) erfillt. Die Koeffizienten 3;, (j =0,1,...,k) in (3.45) sind dabei
fiir (I) gegeben durch ‘Bj = 0p; ,
fir (II) gegeben durch /}J- =p3;—1; und
Sir (111) durch die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms & gegeben.

Beweis Fiir (I) trivial. Fiir (II) ist 2,4 und damit auch die Verfahrensfunktion ¥
implizit durch R(Yn, .. .. Yotk Zns e v Zngr) = 0 mit

k-1 a k—1 3 3 ko

y . / . £ k U
R= 9<_ Z Ofiynﬂ +h Z i/(yn+j~5n+j) + }la/(yn+k7 Zntk — Z iznﬁ))

Jj=0 j=0 j=0
definiert. Wegen der Regularitat von [g,f.](y(t.), 2(t,)) folgt die Behauptung mit
’(ﬂ) = R(yn‘l"l;(:[)n_yn)* R yn+k+§(gn+k_yn+k)a Zn‘l'l’(ﬁn_zn) ----- Zn+k+ﬂ(~%n+k_5n+k))

aus 7(0) =7r(1) =0 und r(1) —r(0) = fol /() dY . Analog beweist man (III). -
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Bemerkung 31 a) Fiir (I) erfiillt 6(¢) = Z_,k:o ,/;jfj = ¢* trivialerweise die strenge Wur-
zelbedingung, so daf das PLMSV mit (1) mit der Ordnung ¢ = p in y (und damit nach
dem Satz iiber die implizite Funktion auch mit der Ordnung ¢ =p in z) konvergiert,
wenn das durch (g,o0) charakterisierte Mehrschrittverfahren die (klassische) Ordnung p
hat und p die Wurzelbedingung erfiillt.

b) B-geblockte Verfahren berechnen y,1j und z,4j simultan, durch Vergleich von (3.45)
und (3.88) ergibt sich die Darstellung (uyr = 7(2520 TiZntj )/ Bk . Die Koeflizienten 7;,
(7 =0,1,..., k) missen nun einerseits so gewahlt werden, daf§ das charakteristische Poly-
nom &(§) = Zf:o Bj{j = Z?:o(ﬂj —7;)& die strenge Wurzelbedingung erfiillt, und an-
dererseits so, daB} der lokale Fehler eine moglichst hohe Ordnung hat. In [7] wird u. a. unter-
sucht, unter welchen Voraussetzungen man Parameter 7; finden kann, so daf ein A-Schritt-
Verfahren der klassischen Ordnung p = k41 mit der Ordnung ¢ =%k 41 in y und mit
der Ordnung ¢ — 1 =k in z konvergiert. Fiir Adams Moulton Verfahren (p,o) ist dies
moglich fir &£ <3 und unmdglich fir k>3 . Sind p:= ZJ- ;¢ und o= Zj B3;€
durch DCBDF (, difference corrected backward differentiation formulae“ [150]) gegeben,
so erhalt man ein entsprechendes [3-geblocktes Verfahren fir £ <6, d. h. immer dann,
wenn das Verfahren fiir gewéhnliche Differentialgleichungen konvergiert.

c) Die Verfahren des Typs (III) berechnen (formal) y,,4+; und z,4x nacheinander, die cha-
rakteristischen Polynome (9,0) und (9,6) kénnen unabhéngig voneinander so gewéhlt
werden, daB p die Wurzelbedingung und & die strenge Wurzelbedingung erfiillt und gleich-
zeitig die lokalen Fehler hinreichend klein sind. Fiir nicht-steife Index-2-Systeme (3.19) ist
es besonders vorteilhaft, Adams Moulton Verfahren (g,0) mit BDF (4,6) zu koppeln,
um die Vorziige eines sehr effektiven Verfahrens fiir nicht-steife Differentialgleichungen
(vel. [82, Kapitel I11]) zu verbinden mit &(£) = Gxé" .

Definition 8 Zu einem gegebenen k£ > 1 seien p = Z;":O ;¢ und o = Zfzu B;& die
charakteristischen Polynome des Adams—Moulton—Verfahrens und ¢ = ELU &;¢ und
o= Z?:o ,/gjfj die charakteristischen Polynome der BDF. Dann heifit das PLMSV (3.45)
mit der durch (3.89) definierten Verfahrensfunktion W partitioniertes lineares Mehrschritt-

verfahren vom Adams—Typ.

Als Spezialfille von Satz 15 ergeben sich Konvergenzaussagen fiir 3-geblockte Verfahren

und fiir PLMSV vom Adams—Typ.

Folgerung 4 (vgl. [84, Satz VIL.6.5])

Gegeben sei ein k-Schritt-PLMSV (3.45) mit der durch (3.88) definierten Verfahrensfunk-
tion W und k>2, ap 20, B #£0, Bk =By — 7 #£0. Hat das durch (p,0) charak-
terisierte Mehrschrittverfahren die klassische Ordnung p=k+ 1, gilt

k
Z et = 0%y, (h—0) (3.90)

und erfillt o die Wurzelbedingung sowie &(&) = 2520(/3]- —7;)¢  die strenge Wurzel-
bedingung, so konvergiert das [3-geblockte Mehrschrittverfahren (3.88) mit der Ordnung
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g=p=k+1 iny und mit der Ordnung q—1=Fk in z, wenn die Anfangswerte die
Bedingungen

lyi = y(t)ll = OB**2) Iz — =(t)| = O(R*), (i =0,1,....k = 1)
erfillen.
Beweis Setzt man in (3.88) (o := 7(23;0 Tiznti) ] Be 5o ist ||dyn(t,)]| = O(hPFY)
6Cu(t = O(h?) nach Lemma 10. Fiir den Vektor (,y; aus Definition 7 gilt wegen
+ g g
~n+J = (tnﬂ) ) (] =0,1,...,k=1)
k _ &
2 T, Tk [ .
Cntk = — Zntj = 77(:n+k n+k Z Tz n+] s
= B Br (s
also

8Ch(tn) = Zutk + Gt = 2(Lua) = (1 = /'af” vtk = 2(tugr)) + O(hF)

denn aus (3.90) folgt E]L-;O 7i2(ths;) = O(K*) (vgl. [82, Satz II1.2.4]). Damit ist aber
wegen 0 # By = Br — T

8zt = s = =(Ls)]] = O(h*)

und das PLMSV mit der durch (3.88) gegebenen Verfahrensfunktion W erfiillt die Voraus-
setzungen von Satz 15 mit ¢y =p=4k+1 und ¢ =k. -
Bemerkung 32 a) Die Konvergenz von 3-geblockten Mehrschrittverfahren fiir Index-2-
Systeme (3.19) wurde erstmals von Arévalo, Fithrer und Séderlind nachgewiesen. Sie un-
tersuchen f-geblockte Verfahren, die auf einem durch (p,0) charakterisierten linearen
k-Schritt-Verfahren der (klassischen) Ordnung p mit p € {k,k + 1} basieren. Unter dhn-
lichen Voraussetzungen wie in Folgerung 4 zeigt Satz 2.1 aus [7] fiir den Spezialfall von
Index-2-Systemen (3.19) mit f(y,z) = fo(y) + [-(y)z , daB das 3-geblockte Verfahren mit
der Ordnung ¢ =p in y und mit der Ordnung £ in z Lonvelglelt. Spater wurde diese
Aussage auf beliebige Index-2-Systeme (3.19) erweitert ([6]). Satz 15 und Folgerung 4 der
vorliegenden Arbeit beschranken sich auf den Fall p =4k + 1, durch Kombination der
Beweisidee von Folgerung 4 mit Satz VII.3.6 aus [84] kann jedoch auch fir p=Fk die
Konvergenz nachgewiesen werden, dabei betrigt die Ordnung ¢ =k in y und z ([84,
Satz VIL.6.5]).

b) Die Voraussetzung k > 2 in Folgerung 4 kann wie in [7] abgeschwicht werden zu
k>1, denn fiir 3-geblockte Mehrschrittverfahren 148t sich die Abschétzung (3.61) aus
Bemerkung 20b zeigen.

Folgerung 5 Gegeben sei ein PLMSV (3.45) mit der durch (3.89) definierten Verfah-
rensfunktion U (k>2, ap#0, ax#0, Be#0, Br#0 ). Hat das durch (o,0)
charakterisierte Mehrschrittverfahren die klassische Ordnung p =k +1 wund das durch
(6.6) charakterisierte Mehrschrittverfahren die klassische Ordnung k und erfillt o die
Wurzelbedingung sowie & die strenge Wurzelbedingung, so konvergiert das PLMSV mit
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der Ordnung ¢q=p=4k+1 iny und mit der Ordnung ¢—1=Fk in z, wenn fir die
Anfangswerte

lve =yl = ) , 12— =(t:)]| = OB, (1= 0,1,...,k 1)
gilt.
Beweis Aus Lemma 10 folgt
[6ya(t)]| = O(R**?) , [[8Cu(t)]| = OR™1) , [[6za(t)]| = O(R")

so daf die Voraussetzungen von Satz 15 mit ¢, = k+1 und ¢. =k erfiillt sind. -
Bemerkung 33 a) Fiir partitionierte k-Schritt-Verfahren vom Adams Typ mit k& > 2
ergibt sich also die Konvergenzordnung ¢=%+1 in y und ¢—1 =% in z. Bemer-
kenswert ist, daf§ die Verfahren auch fiir &k > 6 konvergieren, obwohl (p,6) durch BDF
definiert werden (Folgerung 5 trifft keine Voraussetzungen beziiglich der Nullstellen von o
und §). Damit iiberwinden die PLMSV vom Adams Typ die durch die fiir & > 6 fehlende
Nullstabilitdt von BDF und DCBDF diktierte Ordnungsbarriere ¢ < 7 der 3-geblockten
Mehrschrittverfahren aus [7].

b) Ebenso wie fiir 3-geblockte Verfahren kann fir PLMSV vom Adams—Typ die Voraus-
setzung k> 2 in Folgerung 5 abgeschwécht werden zu k> 1, denn nach [84, Satz

VIIL.3.2] gilt die Abschédtzung (3.61) aus Bemerkung 20b.

Bemerkung 34 Sind die charakteristischen Polynome (,6) in (3.89) durch BDF defi-
niert, so ist g4k allein durch y,, ..., yp4r bestimmt und hangt nicht von z,,..., Zntk ab

(vgl. [84, Satz VIL.3.5]). Es gilt nach Formel (VIL.3.22) aus [84]
k
9ntk — y(tnre) || < O(1) Z N9nss — y(tass)|| + O(RFFY)
i=0

Wie im Beweis von Satz 15 (vgl. (3.58)) kann man deshalb nachweisen, dafl bei Anwendung
eines partitionierten k-Schritt-Verfahrens vom Adams—Typ auf ein Index-2-System (3.19)
mit f(y,z) = f(y,2d(y,z)) die Aussage von Folgerung 5 unverindert giiltig bleibt, wenn
in (3.45) und (3.89) statt [(YnsjsZnti) = S (Untj> Znasr d(Yntjs 7nrj)) der Funktionswert
j(ynJrj, Zntjs A(Yntjs Zntj)) verwendet wird.

Index-2-Systeme (3.19), fiir die [ diese spezielle Struktur hat, entstehen, wenn man formal
ein semi-explizites Index-2-System

’

o= ely,w),

3.1
0 = 7(y,w) (391)

transformiert in ein System (3.19) in Hessenbergform (hierbei sei vorausgesetzt, daf die
Jacobimatrix v, in einer Umgebung der analytischen Lésung konstanten Rang hat). Un-
ter Verwendung des Satzes iiber die implizite Funktion kénnen die algebraischen Glei-
chungen in (3.91) nach einem Teil der algebraischen Variablen aufgelést werden, d. h.,
es gibt eine Zerlegung des Vektors w in Komponenten s und z und hierzu Funktionen
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d:Q,xQ —-R", g:Q, —-R"” mit Q, CR™ und Q. CR™ ,sodaB y(y,w)=0
(lokal) adquivalent ist zu s =4d(y,z) und g(y) =0 ([84, S. 456]). Setzt man z und
s=d(y,z) in p(y,w) ein, so erhdlt man ein zu (3.91) Aquivalentes System (3.19) in
Hessenbergform mit f(y,2) = f(y,z,d(y, 2)) .

Wird ein PLMSV vom Adams—Typ auf (3.91) angewendet, so fiithrt diese formale Trans-
formation wegen 0 = Y(9ntk, wnsr) auf s,4rx = d(Jnir, zotr) und damit auf Funktions-
werte [ (Yntj Zntis ATnsjs i) in (3.45) und (3.89). Zusammenfassend ergibt sich, daf
PLMSV vom Adams—Typ nicht nur fiir Index-2-Systeme in Hessenbergform, sondern allge-
mein fiir Index-2-Systeme der semi-expliziten Struktur (3.91) mit der Ordnung ¢ =k + 1
in den differentiellen Komponenten y und mit der Ordnung ¢ =k in den algebraischen
Komponenten w konvergieren. Ein Spezialfall von (3.91) ist die Index-2-Formulierung der
Modellgleichungen von MKS mit Kontaktbedingungen (vgl. (3.14) und Bemerkung 29).
Hier ist s = d(y) und man erhélt deshalb die Konvergenzordnung k + 1 nicht nur fiir y,
sondern auch fiir s.

Bei der Implementierung von Mehrschrittverfahren fiir nicht-steife DA Systeme wer-
den in Analogie zu HERK Verfahren nur die algebraischen Komponenten als Losung von
(je nach Anwendung linearen oder nichtlinearen) Gleichungssystemen berechnet, wihrend
man die differentiellen Komponenten y durch Funktionaliteration bestimmt (vgl. [82,
S. 360], [154, Kapitel 4.6] und speziell fiir die Anwendung auf Index-1-Systeme auch [35]).
Fiir Index-2-Systeme (3.19) in Hessenbergform wird ein P(EC)M E-Schema fiir PLMSV
vom Adams—Typ durch folgenden Algorithmus realisiert:

Algorithmus 2

Schritt 0 Berechne Pradiktor yffﬁ

Setze [:=0.

» mit explizitem k-Schritt-Adams—Verfahren.

Schritt 1 Berechne ¢ € R als Losung des Gleichungssystems
. Br ooy -
0= QAdams(é) = g<7‘Ada‘ms + ha—kf(!/,(zlka S )) .

. B .
Schritt 2 Berechne y,(f:;) ‘= T'Adams T héf(y,(fj_k,g) .

Schritt 3 Setze [:=1+1.1Ist [ < M, so gehe zu Schritt 1. sonst gehe zu Schritt 4.

Schritt 4 Berechne ¢ € R™ als Losung des Gleichungssystems

0 = ®ppr(() := 9<TBDF + h&—if(.yil’ﬁ- )> .

Schritt 5 Setze y,4k = yflyz s Zotk = C .

Hierbei ist

k-1 a k—1 /3 k=1 ﬂ
J J . ., 1 F(, -
"Adams ‘= — Z ;kynﬂ +h Z ;k.[(yn+jﬂ‘n+j) = Yntk-1 + h Z ;k.[(-yn+jw“’n+j) ’
=0 j=0 j=0
k1o k-1 7 k1o
) B; )
rBOE = — iynﬂ' +hy if(ywrhznﬂ') == a_iynﬂ' :
j=0 " j=0 % j=0 "
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Diese Implementierung unterscheidet sich ausschlieBlich in Schritt 4 von einem P(EC)ME
Schema fiir die Anwendung des klassischen Adams-Moulton—Verfahrens auf Index-2-
Systeme (3.19). Im Gegensatz zum klassischen Adams—Moulton—Verfahren ist jedoch das
PLMSV vom Adams Typ stabil. Wie fiir gewohnliche Differentialgleichungen zeigt man,
daB das nach Algorithmus 2 implementierte PLMSV fiir jedes M >1 die Konvergenz-
ordnung ¢=4k+1 iny und ¢—1=4k in z hat, d. h., im P(EC)ME-Schema ist ein
Korrektorschritt ausreichend, um die Konvergenzordnung des PLMSV zu erreichen (vgl.
[154, Satz 4.6.1 und Bemerkung 4.6.3.(2)]).

Im Vergleich zu den BDF, die bei Anwendung auf das Index-2-System (3.19) fir £ <6
mit der Ordnung £ in y und z konvergieren ([84, Satz VIL.3.5]), konvergieren die PLMSV
vom Adams-Typ fiir beliebiges & > 1 und erreichen in y eine héhere Konvergenzordnung.
Fiir die Implementierung mit variabler Ordnung und variabler Schrittweite erfordern die
partitionierten Verfahren dagegen einen wesentlich hdheren Organisationsaufwand (,over-
head“), da in Algorithmus 2 zusdtzlich zu rgpp auch rp gams zu berechnen ist.

AbschlieBend werden die hier neu eingefithrten PLMSV vom Adams—Typ unabhéingig
von diesen Details der Implementierung mit anderen Verfahren verglichen. Hierzu wird
mit verschiedenen Verfahren das schon in Abschnitt 3.3.1 betrachtete Lastwagenmodell in
der Variante von Fiihrer ([56]) mit konstanter Schrittweite integriert. Dieses Benchmark
Problem ist besonders fiir Vergleiche von Mehrschrittverfahren geeignet, weil exakte An-
fangswerte zur Verfiigung stehen (fiir ¢ <0 liegt ein stationirer Zustand vor, auBerdem
wurde  im Unterschied zu Beispiel A aus Abschnitt 3.3.2  eine unendlich oft stetig
differenzierbare Anregungsfunktion u(t) mit u(t) =0, (¢ < 0) verwendet).

In den Vergleichsrechnungen werden alle Mehrschrittverfahren in der P(EC)?E-Tech-
nik implementiert, durch zusatzliche Korrektoriterationsschritte dndert sich der globale
Fehler nur geringfiigig. Damit erfordern die Verfahren je Integrationsschritt (unabhéngig
von k) die Losung dreier Gleichungssysteme der Dimension n, und 3 Aufrufe von f.

Ebenso wie in den Abb. 3.5 und 3.6 werden wieder fiir zahlreiche fixierte Schrittwei-
ten h der globale Diskretisierungsfehler und die Anzahl der Funktionsaufrufe einander
gegeniibergestellt.

In Abb. 3.10 werden fiir verschiedene k die partitionierten k-Schritt-Verfahren vom
Adams Typ verglichen. Mit wachsender Ordnung verringert sich der Aufwand fiir die
Berechnung einer Losung von gewiinschter Genauigkeit erheblich. Die Anstiege der Gra-
phen entsprechen (fiir kleine Schrittweiten ) den theoretisch vorhergesagten Konvergenz-
ordnungen ¢ =k +1 (iny)bzw. ¢—1 =% (in 2).

Alternativen zu den PLMSV vom Adams Typ sind z. B. fiir &£ <6 die BDF und fiir
k <3 die f-geblockten Adams—Moulton—Verfahren. In Abb. 3.11 werden diese 3 Verfah-
rensklassen am Beispiel k =3 verglichen. Beziiglich des Fehlers in y sind die beiden auf
Adams—Verfahren basierenden partitionierten Verfahren vollkommen gleichwertig (Ord-
nung ¢=4k+1=4) und den BDF (Ordnung ¢ =k =3 ) deutlich iiberlegen. Wegen
eines kleineren lokalen Fehlers 6zj,(¢) und wegen der besseren Dampfung von 6zj(t) fiihrt
das PLMSV vom Adams-Typ auf kleinere Fehler in z als das 3-geblockte Verfahren (im
Beweis von Satz 15 ist x« =0 fiir das PLMSV vom Adams Typ und x> 0.71 fiir das
[-geblockte Verfahren).

SchlieBlich zeigt Abb. 3.12 den Vergleich dreier Verfahren, die fiir y die Konvergenz-

ordnung k =5 erreichen. Trotz des wesentlich héheren Aufwands je Integrationsschritt
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10 10°
~ ~
> >
— 104 = 104
c c
o o
> >
Q [}
2 2
210 210

10° 107° 107 10° 107° 107
globaler Fehler bei T=1.0 globaler Fehler bei T=1.0

Abbildung 3.10: Aufwand und globaler Diskretisierungsfehler der PLMSV vom Adams—
Typ mit k = 2 (,*“), k =4 (,0%), k =6 (,x“), k = 8 (,+“): Benchmark Lastwagenmodell
([149), [56]).

differentielle Komponenten y 5 algebraische Komponenten z

10 10
~ ~
> >
=10 =10
c c
o o
> >
() [}
E E
210° 210°

10° 10° 107° 10° 10° 107°
globaler Fehler bei T=1.0 globaler Fehler bei T=1.0

Abbildung 3.11: Aufwand und globaler Diskretisierungsfehler von k-Schritt-Verfahren
mit k& = 3: BDF (%), PLMSV vom Adams-Typ (,,0%), #-geblocktes Adams—Moulton—
Verfahren mit 7 = 0.1, i, = —0.3, 7> = 0.3, 73 = —=0.1 (,,x“, [7]): Benchmark Lastwagen-

modell ([149], [56]).
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differentielle Komponenten y algebraische Komponenten z
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Abbildung 3.12: Aufwand und globaler Diskretisierungsfehler von Verfahren der Konver-
genzordnung ¢ = 5 in y: BDF mit & = 5 (,,*“), PLMSV vom Adams Typ mit k = 4 (,,0%),
HEDOPS (,+%): Benchmark Lastwagenmodell ([149], [56]).

erweist sich hierbei das halb-explizite Runge Kutta Verfahren als sehr effizient. Von den
beiden Mehrschrittverfahren hat die BDF wegen der grofieren Fehlerkonstanten die grofie-
ren Fehler in y. Obwohl das PLMSV und das HERK-Verfahren nur die Konvergenz-
ordnung ¢ —1 =4 in z haben (BDF: Konvergenzordnung ¢ =p =%k =5 in z), sind die
BDF auch beziiglich des Fehlers in z keineswegs deutlich iiberlegen.

3.3.4 Zusammenfassung

In den Abschnitten 3.2 und 3.3 wurden Verfahren konstruiert, analysiert und in einem
Fall als Integrator implementiert, die speziell zur Losung nicht-steifer DA-Systeme vom
Index 2 geeignet sind. Ausgehend von den aus der Literatur bekannten Konvergenzaussa-
gen fiir implizite Runge-Kutta—Verfahren und fiir Mehrschrittverfahren kann man unter
geeigneten Voraussetzungen sowohl fiir HERK—Verfahren als auch fiir PLMSV die Konver-
genz nachweisen (Abschnitt 3.2); dabei ergibt sich fiir die differentiellen Komponenten y
eine héhere Konvergenzordnung als fiir die algebraischen Komponenten z.

Neu eingefithrte Verfahrensklassen (HERK—-Verfahren mit expliziter Stufe, PLMSV
vom Adams Typ) erlauben es, effiziente Integrationsverfahren fiir nicht-steife gew6hn-
liche Differentialgleichungen (explizite Runge-Kutta—Verfahren héherer Ordnung, impli-
zite Adams—Verfahren) mit entsprechenden Modifikationen auch fiir die Integration von
Index-2-Systemen in Hessenbergform einzusetzen. Dabei sind nur zur Bestimmung der
algebraischen Komponenten Gleichungssysteme zu 16sen, die differentiellen Komponen-
ten werden explizit bzw. mittels Funktionaliteration berechnet.

Fiir praxisnahe Berechnungen wurde auf der Grundlage des expliziten Runge-Kutta—
Verfahrens 5. Ordnung von Dormand und Prince der leistungsfahige Integrator HEDOP5
zur dynamischen Simulation von mechanischen Mehrkérpersystemen in Deskriptorform
implementiert, getestet und in die Programmbibliothek MBSPACK integriert.

Kapitel 4

Differentiell-algebraische Systeme
und die dynamische Simulation von
mechanischen Mehrkoérpersystemen
mit Kontaktbedingungen

In vielfaltigen praktischen Anwendungen ist es sinnvoll, reale physikalische oder technische
Systeme als mechanische Mehrkérpersysteme (MKS) zu modellieren. Ein solches MKS
besteht aus endlich vielen Kérpern und Verbindungselementen, wobei angenommen wird,
daBl die Masse des Systems ausschlieBlich in den Korpern des Systems konzentriert ist. Als
Korper eines MKS betrachtet man sowohl Starrkérper als auch elastische Kérper. Typische
Verbindungselemente sind Gelenke, Federn, Dampfer und mechatronische Elemente, die
auch aktive Regelungskomponenten enthalten kénnen.

Die dynamische Simulation von MKS ist eines derjenigen Anwendungsgebiete, die im-
mer wieder den Anstofl zur Verbesserung der Diskretisierungsverfahren fiir DA Systeme
gegeben haben. In Industrie-Anwendungen (z. B. Robotik, Fahrzeugbau) werden dabei
die Modellgleichungen in der Regel unter Verwendung von Mehrkérperformalismen auto-
matisch generiert (vgl. z. B. [141]). Dabei wird dem MKS in natiirlicher Weise ein Graph
zugeordnet, dessen Knoten den Kérpern des MKS und dessen Kanten den Verbindungs-
elementen entsprechen. Wahrend sich fiir MKS mit Baumstruktur Systeme gewchnlicher
Differentialgleichungen als Modellgleichungen ergeben, fithren kinematisch geschlossene
Schleifen im MKS und die Kopplung von Substrukturen (d. h. einzelner Baugruppen im
MKS, deren Modellgleichungen unabhéngig voneinander generiert wurden) zu Zwangs-
bedingungen und damit zu DA Systemen.

Zahlreiche Integrationsverfahren wurden der speziellen Struktur dieser Modellgleichun-
gen angepaBt (vgl. [57] fiir einen le)erblick). Deshalb versucht man, auch kompliziertere
mechanische und mechatronische Systeme auf dhnliche Weise zu modellieren. Im vorliegen-
den Kapitel konzentrieren wir uns auf eine solche Erweiterung des klassischen Konzepts
der Euler-Lagrangeschen Bewegungsgleichungen: Beriihren sich in einem MKS permanent
zwei Starrkérper, so kann auch diese Kontaktbedingung als eine skalare Zwangsbedingung
formuliert werden (vgl. z. B. [39, S. 5]).

Zunachst wird in Abschnitt 4.1 dieses Modell vorgestellt, die entsprechenden Modell-
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gleichungen werden formuliert, und es wird gezeigt, wie sie im Spezialfall glatter Zwangs-
bedingungen mit einem Integrator fiir DA-Systeme effizient gelost werden kénnen. Die
Erweiterung auf MKS mit Kontaktbedingungen, die auf nur stiickweise differenzierba-
re Zwangsbedingungen fithren, ist Gegenstand der Abschnitte 4.2 und 4.3. Hierzu wer-
den 2 Strategien vorgeschlagen und am Beispiel der dynamischen Simulation von Rad-
Schiene-Systemen miteinander verglichen: Dies ist einerseits die Integration der Modell-
gleichungen unter Beriicksichtigung der unstetigen Zustandsinderungen (Abschnitt 4.2)
und andererseits die Regularisierung der Kontaktbedingungen durch ein quasi-elastisches
Kontaktmodell (Abschnitt 4.3). Aus physikalischen Griinden ist der zweite Ansatz fiir
Rad Schiene Systeme, deren Réider ein sog. Verschleifiprofil haben, zu bevorzugen.

Im abschlieBenden Abschnitt 4.4 werden verschiedene Aspekte der effizienten numeri-
schen Umsetzung dieses quasi-elastischen Kontaktmodells beschrieben. Durch eine geeig-
nete Implementierung konnte dabei im Rahmen des MKS—Simulationspakets SIMPACK
die fiir die Simulation des Rad Schiene Kontakts erforderliche Rechenzeit so stark redu-
ziert werden, daff nun auch komplizierte und grofie Simulationsaufgaben aus industriellen
Anwendungen des Schienenfahrzeugbaus gelost werden kénnen.

4.1 Modellgleichungen fiir mechanische Mehrkorper-
systeme mit Kontaktbedingungen

Die Bewegung mechanischer Mehrkérpersysteme wird durch Gleichungen beschrieben,
die nach den Prinzipien der klassischen Mechanik aufgestellt werden. Im folgenden wird
hierzu die kompakte Einfithrung von Hairer und Wanner ([84, S. 463f]) wiedergegeben,
weil sie in aller Kiirze die anschliefend immer wieder verwendeten Ideen und Bezeichnun-
gen zusammenfaBt (ausfiihrliche Darstellungen sind in Mechanik-Lehrbiichern zu finden,
z. B. [42, Teil I1.A]). Wie in der Mechanik tiblich gebrauchen wir in diesem Kapitel die
Schreibweise £q(t) = 4(t) .

Sind q1, ..., ¢y, die (verallgemeinerten) Koordinaten eines konservativen Systems mit
der potentiellen Energie U(g) und der kinetischen Energie T'(q, ¢), so ergeben sich die

Bewegungsgleichungen nach Lagrange (Lagrangesche Gleichungen 2. Art) aus der Forde-
i1

rung, dafl fiir L(q,q) :=1'(¢q,¢) — U(q) das Integral / L(q,q)dt minimal werden soll.
¢
Die Euler Gleichungen zu diesem Variationsproblem lauten

4oL oL ,
wag " ag 0 FE ) Y

also
ng nq

Zldk‘hél =L, - Zlquzq-l ) (I‘ =1..., nq) . (42)
=1 =1

Wird die Menge der zulédssigen Zustande durch n) ideale Zwangsbedingungen ¢,(¢) =0,
..y gny(q) =0 beschrankt, so ist statt L =7 — U die Lagrange-Funktion

ny

L(q:4.:\) = T(q,4) = Ulq) = > Megr(q) (4.3)
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zu verwenden, in der die Zwangsbedingungen durch Lagrange Multiplikatoren A, ange-
koppelt werden. Betrachtet man in (4.1) die Ableitung nach Ag, so ergibt sich gerade die
Zwangsbedingung gr(¢) = 0, denn L héngt nicht von Ay ab.

Beispiel 23 Beschreibt man die Bewegung des in der Abbildung dargestellten mathema-
tischen Pendels der Linge [ durch den Auslenkungswinkel 0 =: ¢, , so ist 1" = ml20?/2
und U = —Imgcosf . Aus (4.2) folgt dann die be-

kannte Bewegungsgleichung 16 = —gsinf . Bei Mo- Y

dellierung in kartesischen Koordinaten ist dagegen die

Zwangsbedingung 2 + y? = [* zu erfiillen und mit

der Lagrange—Funktion >
‘ B X
L= rj—)z(i'z + 9% —mgy — Ma® +y> — 1) g ;
ergeben sich die Bewegungsgleichungen
mi = —2a\, m

my = —mg—2yA,
0 = ,1?2—|—y2—lz.

Mathematisches Pendel.

Auch fiir ein konservatives System mit Zwangsbedingungen folgen die Bewegungs-
gleichungen aus den Euler Gleichungen zu dem Variationsproblem [ L dt — min . Wenn
man zusatzlich Reibungskréafte und zeitabhangige Anregungsfunktionen beriicksichtigt, so
ergibt sich allgemein als Deskriptorform der MKS-Modellgleichungen

M(q)§ = [(g,4:A1) — G (g, 1)X,
0 = glg.t).

Hier bezeichnet M(q) =Ty; die Massenmatrix. M ist symmetrisch und positiv semi-
definit, dariiberhinaus gilt 7 M(q)p > 0 fiir alle 7 € R™ mit 5 #0 und G(q,t)p =0
(Glg,t):= %g(q, t) ). In (4.4) werden die im MKS-Modell wirkenden Krifte getrennt in
F(q,¢,\,t) und in die Zwangskrifte —GT (g, 1)), die garantieren, daB die Zwangsbedingun-
gen ¢(q,t) =0 eingehalten werden. Der Vektor f enthalt u. a. die Krafte, die von auien
auf das MKS wirken (z. B. Schwerkraft, Corioliskraft), dabei gilt f = f(¢,¢), wenn im
MKS ausschlieBlich die Krafte Lg, — >, Ljq, ¢ aus (4.2) betrachtet werden. Beriicksich-
tigt man jedoch auch die Reibung im MKS, so enthélt f auBerdem die Reibungskrifte,
die i. allg. von den Zwangskriften —GT\ abhéngen kénnen.

(4.4)

Bis auf wenige Ausnahmen, die eine gesonderte Betrachtung erfordern (vgl. z. B. [30]),
konnen die Zwangsbedingungen so formuliert werden, dafl (i(q,t) in einer Umgebung der
Losung von (4.4) Vollrang hat. Prinzipiell beschranken wir uns hier wie schon in den
Abschnitten 2.3 und 3.3.2 auf Probleme, fiir die

( M(q) T(q,v,At)

. . . N T
Glg 1) 0 ) mit  I(g,v,\ 1) := fi(q,v, A t) — G (g, 1)

in einer Umgebung der Losung (g¢,v,A) regulér ist (v(¢):= ¢(¢)). Dann hat (4.4) den
Index 3. Im Unterschied zur Deskriptorform (4.4) wird eine zu (4.4) dquivalente Beschrei-
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bung in Minimalkoordinaten, die auf ein System (4.2) von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen fiithrt, als Zustandsform der Bewegungsgleichungen bezeichnet (vgl. Einleitung).
Sind die Zwangsbedingungen ¢(¢,¢) = 0 hinreichend oft stetig differenzierbar, so ist
zumindest lokal  stets die Transformation auf eine solche Zustandsform méglich (vgl.
B. [66], [134], [140]), damit konnen auch Aussagen tiber die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung von Anfangswertproblemen fiir (4.4) direkt aus den entsprechenden Ergebnis-
sen fiir Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen abgeleitet werden (vgl. z. B. [140]).
Typische Erweiterungen von (4.4), die in industrienahen Anwendungen zu betrachten
sind, umfassen z. B. nicht-holonome Zwangsbedingungen (z. B. [81, S. 7]), die Kopplung
mit partiellen Differentialgleichungen bei elastischen Kérpern im MKS (z. B. [146]), die
Beriicksichtigung von mechatronischen Komponenten und (aktiven) Steuerungskompo-
nenten im MKS und einseitige Beschrankungen an die MKS-Koordinaten ¢. Durch sol-
che einseitigen Beschrankungen kann man insbesondere im Modell beriicksichtigen, dal
den idealisierten Korpern des MKS Modells in der Realitat dreidimensionale geometri-
sche Korper entsprechen, die einander zwar beriithren, aber nicht durchdringen kénnen.
Da hierbei die geometrische Form der Oberflichen dieser Korper zu beriicksichtigen ist,
sind die Ansétze zur Modellierung und numerischen Behandlung von geometrischen Be-
schrankungen sehr stark problemspezifisch.

Bemerkung 35 a) Im Mittelpunkt der nachfolgenden Untersuchungen stehen Model-
le zur Beschreibung des Kontakts zwischen dem Rad eines Schienenfahrzeugs und der
Schiene. Fiir dieses Problem ist charakteristisch,

o daB fiir Rader mit VerschleiBprofil (s. u.) die Schienenoberfliche im Kontaktbereich
nahezu parallel zur Lauffliche des Rades ist,

o dafBl bei der Simulation eines kompletten Schienenfahrzeugs sehr viele solche Rad-
Schiene-Kontakte zu beriicksichtigen sind (meist > 8 Réder je Waggon) und

o daB die geometrische Kontaktbedingung mit der Berechnung der zwischen Rad und
Schiene wirkenden Reibungskréfte gekoppelt ist.

Im Vergleich zu anderen Anwendungen (z. B. dynamische Simulation eines Industrierobo-
ters mit komplizierter Geometrie, Andock Manover einer Raumkapsel an eine Raum-
station) erweist es sich als giinstig,

o daB man fiir die dynamische Simulation vereinfachend permanenten Kontakt zwi-
schen Rad und Schiene voraussetzen kann (vgl. Bemerkung 37) und

o daB die Oberflichen der undeformierten Starrkérper Rad und Schiene verhaltnis-
maBig einfach analytisch beschrieben werden kénnen und durch Industriestandards
vorgegeben sind (insbesondere ist das Rad rotationssymmetrisch und der Quer-
schnitt des Gleiskopfs ist konvex).

Diese beiden Aspekte sind fiir eine effiziente numerische Losung entscheidend.

b) Physikalisch betrachtet ist der Rad-Schiene-Kontakt kein Starrkérperkontakt, denn
wegen der Achslast des Schienenfahrzeugs werden die Oberflichen von Rad und Schiene
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im Kontaktbereich (elastisch) deformiert, es bildet sich eine Kontaktfliche aus ([97]). Ver-
gleicht man jedoch fiir die Hohenauslenkung eines Rades tiber der Schiene das Starrkorper-
kontaktmodell mit elastischen Kontaktmodellen, so ergibt sich lediglich eine Differenz der
Grofenordnung 10 ... 100 pm, die bei den fiir die dynamische Simulation typischen Ge-
nauigkeitsforderungen (im Bereich von 1%) vernachlassigbar ist. Deshalb ist es bei der For-
mulierung der geometrischen Kontaktbedingung nicht erforderlich, die elastische Deforma-
tion quantitativ zu beriicksichtigen. (Dagegen ist die elastische Deformation Kernpunkt
der Berechnung der zwischen Rad und Schiene wirkenden Reibungskriéfte, die in (4.4) Teil
von f(g.q, A,t) sind.) Verzichtet man bei der geometrischen Modellierung auf die quanti-
tative Beriicksichtigung der elastischen Deformation, so vermeidet man in (4.4) Lésungs-
anteile, die mit hoher Frequenz und sehr kleiner Amplitude schwingen und deshalb zu
groBen Rechenzeiten fiihren (vgl. z. B. [107]). Formuliert man die Kontaktbedingungen als
Teil der Zwangsbedingungen ¢(¢) = 0, so ergibt sich eine erhebliche Rechenzeitersparnis
gegeniiber einem rein elastischen Modell (in Extremfillen bis zu 90%).

Zahlreiche anwendungsspezifische Details verdecken bei der Formulierung des Rad
Schiene Kontaktmodells den Blick auf den mathematischen Kern des Problems. Zur Ver-
anschaulichung des prinzipiellen Vorgehens betrachten wir deshalb zunéchst in Anlehnung
an ein Beispiel von Fithrer ([57]) ein einfaches Modellproblem:

Beispiel 24 In der Ebene sei eine masselose Kreisscheibe des Radius o gegeben, in de-
ren Mittelpunkt ¢ = (q1,¢2)7 eine Punktmasse m befestigt wird. Diese Scheibe (ein-
schlieBlich der Punktmasse) soll sich auf dem durch den Hyperbelast n = /2 +a? im
(&,n)-Koordinatensystem definierten Untergrund {(&,n) : 7 < /€2 4+ a?} so bewegen,
daB Scheibe und Untergrund permanent in Kontakt sind, ohne einander zu durchdrin-
gen. Der Parameter a spezifiziert dabei genauer den Untergrund, fiir @ — 0 konvergiert

a=1.0 a=0.2

0

-2 0 2 -2 0 2
¢ ¢

Abbildung 4.1: Geometrie des Modellproblems ,,Scheibe auf Hyperbelast* (o = 0.8).

der Hyperbelast punktweise gegen 1 = |¢] (vgl. Abb. 4.1). Der untere Rand der Schei-
be {(&,n) :n=q —/0®?— (£ —q:)?} wird durch ¢ € (¢1 — 0,¢1 + ¢) parametrisiert.
Ordnet man mit der Abstandsfunktion A : (q1 — 0,1 + 0) x R = R jedem Punkt des
unteren Scheibenrands seine (entlang der -Achse bestimmte) vorzeichenbehaftete Ent-
fernung zum Hyperbelast zu:

Al6q) =g —C(6q) mit ((&aq) =02 — (E—q)?+VE+a?, (4.5)
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so kann die Kontaktbedingung analytisch beschrieben werden durch die (unendlich vielen)
einseitigen Beschrankungen

AlGg) =0, ((€(@—eato)) (4.6)
und die Zusatzforderung, daB fiir (mindestens) ein & € (1 — 0,q1 + 0) gilt A(&p;¢) =0
(in Abb. 4.1 durch ,+* markiert). Damit ergibt sich die Kontaktbedingung

0=7(¢q) == ¢— max ((&a), (4.7)
[é—aq1l<e

die zu gegebenem ¢; die Hohenauslenkung ¢, der Scheibe eindeutig festlegt.

Beispiel 24 verdeutlicht, daf geometrische Beschrankungen in der Regel auf (unendlich
viele) einseitige Bedingungen an die MKS Lagekoordinaten ¢ fithren. Wahlt man eine
geeignete Abstandsfunktion A, so 1aft sich die Bedingung, dafl zwei Starrkérper des MKS
permanent in Kontakt sind, als (zweiseitige) Zwangsbedingung ~(¢) =0 formulieren,
wobei v das globale Minimum von A bezeichnet.

Bemerkung 36 Durch Ubertragung von Beispiel 24 auf das riumliche Kontaktproblem
Rad-Schiene stellen wir das Starrkérperkontaktmodell auf. Fiir Rad—Schiene—Systeme be-
trachtet man typischerweise eine Bewegung langs eines vorgegebenen Fahrwegs, so daff zu
jeder ldngs des Fahrwegs zuriickgelegten Wegstrecke z die lokale Geometrie des Fahrwegs
(Gleisprofile, Gleisstorungen, Uberhéhung von Gleisbogen, Weichen usw.) bekannt ist. In
(4.4) ist @ = x(¢) durch die MKS-Koordinaten ¢ bestimmt, hdufig ist  eine der Lage-
koordinaten g.

In sehr guter Naherung kann man lokal die Gleiskriim-
mung und Anderungen des Gleisprofils vernachlissigen,
deshalb wird im weiteren bei der Beschreibung der Kon-
taktbedingung das Gleis lokal durch einen prismatischen
Korper ersetzt. Die nebenstehende Abbildung, die eben-
so wie Abb. 4.3 freundlicherweise von Herrn Dipl.-Ing.
H. Netter zur Verfiigung gestellt wurde, zeigt im Schnitt
ein einzelnes Rad iiber einem solchen Gleis. Zur geometri-
schen Beschreibung des Rades und des Gleises sind Pro-
filfunktionen F'(s) und G/(v;x) vorgegeben. Die rotations-
symmetrische Radoberflache wird im Rad Koordinaten-
system W (engl.: Wheel) beschrieben durch

{(F(s)sinT, s, F(s)cost)T : 7€[0,27),s<s<5}.

Sie ist durch die Zylinderkoordinaten s und 7 parametri-
siert, dabei ist die s-Achse parallel zur Radachse. Rad und Schiene.

Auf dem Gleis wird ein kartesisches Koordinatensystem R (engl.: Rail) mit Koordinaten
(u,v,w) so eingefiihrt, daB die u-Achse langs und die v-Achse quer zur Laufrichtung des
Gleises liegt sowie die w-Achse in Richtung des Gleisfufles orientiert ist (vgl. Abbildung).
Der Koordinatenursprung von W soll in der (v, w)-Ebene liegen und beziiglich R die Ko-
ordinaten (0,¢,,¢,)" haben. Mit den angedeuteten Winkeln ¢, ¢ und #, die Drehungen
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Profilfunktion Rad Profilfunktion Gleis
05 — — = 0
E E
) S
L O]
0.55 — S1002
0.05 — UIC60-ORE
— — Kegelrad
-0.05 0 0.05 -0.05 0 0.05
Radkoordinate s [m] Gleiskoordinate v [m]

Abbildung 4.2: Profilfunktionen. Links: Rad mit nominellem Rollradius rq = 0.5 m, rechts:

Gleis(kopt).

um die u-, v- bzw. w-Achse reprisentieren, ist die relative Lage des Rades zur Schiene
vollstandig durch qpe = (€4, €w, 0, 9,20)T beschrieben. In (4.4) wird ¢, durch die MKS
Lagekoordinaten bestimmt: ¢ue] = rel(q) , wobei die konkrete Gestalt dieser Funktion
wiederum vom Trassenverlauf, z. B. vom Anstellwinkel des Gleises und von Gleisstérun-
gen, abhingt (vgl. [120] fiir typische Anwendungsbeispiele).

In praktischen Anwendungen ist es gleichermaflen wichtig, Systeme mit fahrwegunab-
hangigem Gleisprofil und Systeme, fiir die sich das Gleisprofil mit dem Fahrweg dndert,
moglichst effizient simulieren zu konnen. Im ersten Fall ist (¢ von z unabhingig (d. h.
G = G(v), z. B. bei Geradenfahrt und bei Fahrt im Gleisbogen), im zweiten Fall gilt
dagegen (G = G/(v;x) (z. B. bel Weichenfahrt). In praxi sind die Profilfunktionen durch
Standards vorgegeben, Abb. 4.2 zeigt neben einem Kegelprofil die in den Testrechnungen
verwendeten Profile S1002 (Rad) und UIC60-ORE (Gleis) (vgl. DIN 5573 [167]).
Ahnlich wie in Beispiel 24 wird jedem Punkt P,, der Radoberfliche langs der (nach un-
ten (!) orientierten) w-Achse ein Punkt P, (P, ) zugeordnet (,Rail“, ,Wheel“). Wird der
vorzeichenbehaftete Abstand ¢ - (P, (P, ) — P, ) in einem Punkt P, der Radoberfliche
minimal, so ist der Normalenvektor an die Radoberfliche in P, parallel zum Normalen-
vektor an die Gleisoberfliche in P, (P, ), denn andernfalls gibe es in einer Umgebung
von P, einen Punkt mit kleinerem Abstand zur Gleisoberfliche. Weil G/(v; x) von u un-
abhéngig ist und deshalb die Normalenvektoren an die Gleisoberfliche stets parallel zur
(v,w) Ebene sind, kann man die Suche nach Minimalstellen des Abstands also auf die
Kurve € derjenigen Punkte P, der unteren Hélfte der Radoberfliche beschrdnken, in
denen der Normalenvektor an die Radoberfliche parallel zur (v,w)-Ebene ist. Zur Ver-
anschaulichung betrachte man den Spezialfall ) = 0 : hier ist € die Menge derjenigen
Punkte auf der Radoberfliche, die senkrecht unter der Radachse liegen. I. allg. ist s eine

Parametrisierung von €, so daB die Abstandsfunktion A in Analogie zu (4.5) definiert
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wird als

A(S5 grep, v) 1= E‘g (Lo (Py(s)) = Py (s)) (4.8)
(hierist Py(s) € € und e |)e7eiclmet wie oben den dritten Einheitsvektor in R). Zerlegt
man A wie in (4.5) in A= —¢, — (, so ergibt sich die Kontaktbedingung

0= ’Y ) = _glb - lna}_:{C(s;fu,g.c,'gb,.v)} (49)

s€[s,5]

mit der Funktion ((s; fb.go, ,x) 1= =&y — A(S; el @) , die weder von &, noch von ¢,
und ¥ abhéngt. Sind £,, ¢, ¥ und z gegeben, so definiert (4.9) die Héhenauslenkung —¢,,

des Rades.

In einem vollstandigen Rad Schiene System mit M Rédern sind M Vektoren qic)l zZu

berechnen und man erhélt als Zwangsbedingungen in (4.4)

0=9g(q) =) = (nla). -, yle))" . (4.10)
wobei 7;(¢) die Kontaktbedingung (4.9) fir das i-te Rad bezeichnet (i = 1,..., M).

Bemerkung 37 Auf dem in Beispiel 24 angedeuteten Weg lassen sich fiir vielfaltige An-
wendungen Kontaktbedingungen im MKS zu Zwangsbedingungen umformen (vgl. z. B.
[148], [5], [166]). Die bisher a priori getroffene Voraussetzung permanenten Kontakts 1aft
sich dabei leicht wihrend der numerischen Integration {iberpriifen: In Beispiel 24 bleibt
die einseitige Beschrankung minge_g, 1<, A(&;¢) > 0 aus (4.6) nur so lange aktiv, wie die
durch (4.4) mit g(qg) := ming_g 1<, A(€;q) definierte Zwangskraft —GT(g)X ins Innere
des zuldssigen Bereichs {¢ : minjg_, <, A(§¢) >0} gerichtet ist. Bezeichnet n einen
Normalenvektor an den Rand des zuldssigen Bereichs in einem Punkt ¢ mit ¢(¢) =0,
so wirkt die Zwangskraft wegen G(q) = )‘—Lg(q) stets langs des Vektors n. Ist die Kon-
taktbedingung also zunéchst aktiv und wechselt A spéter das Vorzeichen, so verlafit die
Losungstrajektorie den durch (4.7) definierten Rand des zuléssigen Bereichs und die Schei-
be verliert den Kontakt zum Untergrund.

Ausdriicklich sei darauf hingewiesen, daf} derartige Systeme mit einer wihrend der Inte-
gration verdnderlichen Zahl der Freiheitsgrade nicht Gegenstand dieses Kapitels sind (vgl.
hierzu z. B. [89], [103]). Bei der dynamischen Simulation von Schienenfahrzeugen iiber-
priift man wihrend der Integration unter Verwendung von Schaltfunktionen ([82, S. 196ff])
das Vorzeichen von A. Ein Abheben des Rades signalisiert akute Entgleisungsgefahr, so
daB die dynamische Simulation in der Regel abgebrochen wird.

In Abhéngigkeit von der konkreten Gestalt von A lassen sich fiir Spezialfille besonders
effektive Losungsverfahren angeben: Hat eine (hinreichend oft stetig differenzierbare) Ab-
standsfunktion A fiir fixiertes ¢ nur einen lokalen Extremwert (beziiglich £) und ist dieses
lokale Extremum gleichzeitig das globale Minimum von A, so reicht es aus, statt der un-
endlich vielen einseitigen Beschrankungen die Bedingung A > 0 nur fiir einen einzigen
Punkt, einen Kontaktpunkt zu fordern (vgl. z. B. [148]).

Beispiel 25 In Beispiel 24 sind die Kontaktpunkte durch & mit
AlGo;q) = min {A(&q) = € o] <o) (4.11)

charakterisiert und in Abb. 4.1 durch ,,+“ markiert.
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Satz 19 Gill fir das in Beispiel 24 beschriebene Modellproblem a > o, so gibl es zu ge-
gebenem g € R? ein eindeutig bestimmtes & € R mit (4.11), und die Kontaktbedingung
(4.7) ist dquivalent zu

0 = Ad&q) } (4.12)

0 = A&q)
Beweis In Beispiel 24 gilt

(o im Ad§g)= oo, lim Ag(fig) =00
und R )
0 a 1 1 )
Age(&59) = — — — —=2>-—=, ([{—al<o), (4.13)
VE—E—q) et e a

d. h., fiir a > p ist stets Ag > 0. Die Ableitung A¢(¢; ¢) hat dann zu gegebenem ¢ genau
eine Nullstelle & € (¢1 — 0,¢1 + 0) und fir dieses & nimmt A(&;¢) sein globales Mini-
mum an. Deshalb ist (4.11) fiir @ > p aquivalent zu A¢(£o;¢) = 0. Aus A(&o; q) < A(;q),
(|¢ = @1 < o) folgt dann auch die Aquivalenz von (4.7) und (4.12).

Beispiel 26 Wenn man fiir @ > p in dem Modellproblem aus Beispiel 24 die Kon-
taktbedingung (4.7) durch (4.12) ersetzt, so miissen bei der Formulierung der Modell-
gleichungen fiir die Lagekoordinaten ¢ und fiir s:=¢ nicht nur die Zwangsbhedingung
0=g(q,s) = A(& q) , sondern auch die Gleichung 0 = A(q,s) := A¢(&;q) berticksichtigt
werden. Fiir diese Funktion h ist h, = Age wegen (4.13) und a > p immer regulér.
Betrachtet man bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen allgemein Systeme,
fir die die n), Gleichungen ¢1(¢,s) =0, ..., §gn,(¢,s) =0 und die n, Gleichungen

hi(gq,s) =0, ..., hy(g,5) =0 erfiillt sein sollen, so ist mit den Vektoren ¢ := (¢7,s")7
und A = (AT, »T)T statt der Lagrange Funktion (4.3) die Funktion

L(G,q,\) = T(q.4) — Ulg) — Z Akgr(g. s) Z vihi(g, s)

k=1
zu verwenden. Beriicksichtigt man mogliche Rell)ungskrafte im MKS, so ergibt sich analog
u (4.4)
N i A N R A
it (1) = faino-cran ()
~ (4.14)
0 = (4 = 9(q.s)
o h(g, s)
mit

9 M A Fla.s. o . r) N
b= (40 8). = (1045, == (1 ).

Ist h, regulér, so konnen in (4.14) die Gleichungen

0=—g (g, 9)A = hl (g, 5)v

nach v aufgelost werden: v = —[(§sh71)7](g,s)A . Setzt man diesen Ausdruck in (4.14)
ein, so ergeben sich die schon in Abschnitt 3.1 betrachteten Modellgleichungen (3.14) fiir
MKS mit Kontaktbedingungen.
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Bemerkung 38 a) In Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, daBl man fiir (3.14) Aquivalente zur
GGL- und zur stabilisierten Index-1-Formulierung definieren kann. Ist ¢, = Ag = h wie
in Beispiel 26, so vereinfacht sich sowohl das Aufstellen der Bewegungsgleichungen als
auch die numerische Losung, denn fiir die analytische Losung gilt ¢,(¢(¢),s(t)) =0 und
Glq(t), s(1)) = Gg(q(t), s(t)) wegen h(g(t),s(t)) =0 . Deshalb kann man auf die fir die
stabilisierte Index-1-Formulierung erforderlichen Modifikationen der Integrationssoftware
(vgl. (3.18) und Abb. 3.2 auf S. 76) verzichten, solange man sich auf die GGL-Formulie-
rung beschrankt ([23]).

b) Fiir einfache theoretische Untersuchungen wird oft das Profil der Rader eines Rad-
Schiene Systems linearisiert. Fiir den Kontakt zwischen einem solchen Kegelrad und
einem Gleis mit konvexem Gleiskopf ist der Kontaktpunkt Py = P (s.) € € mit

A(84; qrels @) = min { A(S;qpels ) : s <5 <3} (4.15)

stets eindeutig bestimmt (vgl. (4.8) und (4.11)). Deshalb 1afit sich das in Satz 19 am
Modellproblem illustrierte Vorgehen auf den Kontakt eines kegelférmigen Rades mit der
Schiene tibertragen, und man erhdlt auch hier Modellgleichungen der Form (3.14). Dabei
sind fiir ein System mit M Rédern die Kontaktpunktkoordinaten s;, (i =1,..., M) zu
bestimmen, d. h., in (3.14) ist s € R™ mit n, = M . Fiir Rad Schiene Systeme wurde
die direkte Anwendung eines Losungsverfahrens fiir DA-Systeme auf (3.14) erstmals von
Simeon, Fithrer und Rentrop untersucht ([148]), man vermeidet damit die im traditio-
nellen Zugang erforderliche separate Auflosung der Gleichungen h(g,s) =0 nach den
Kontaktpunktkoordinaten s.

c) In [148] wird — im Unterschied zu der in Bemerkung 36 verwendeten Formulierung
([53], [120]) — die Suche nach dem Kontaktpunkt nicht auf € eingeschrénkt, so daf} die
Lage des Kontaktpunkts durch zwei Koordinaten beschrieben wird (s, 7). In praktischen
Anwendungen ist die den Rad Schiene Systemen angepafite Formulierung (4.9) vorzuzie-
hen, denn sie fithrt auf DA Systeme (3.14) kleinerer Dimension und erméglicht auflerdem
die effiziente Bestimmung des Kontaktpunkts durch Suche nach dem globalen Maximum
einer Funktion von einer reellen Variablen (z. B. bei der Berechnung konsistenter An-
fangswerte).

Zum Test von neuen Modellen und Losungsverfahren beschrankt man sich auf maog-
lichst einfache Rad Schiene Systeme, die spater bei der Simulation von vollstandigen
Schienenfahrzeugen als Substrukturen in einem modular aufgebauten Modell Verwendung
finden. Das Spektrum der Moglichkeiten, wie sich ein Rad—Schiene-System dynamisch ver-
halten kann, ist schon fiir solche einfachen Modellprobleme weit gefiachert und reicht von
stabilen Trajektorien iiber Grenzzyklen bis hin zu chaotischen Bewegungen (vgl. z. B.
[96]). Ein charakteristisches Testbeispiel, fiir das die Modellgleichungen noch sinnvoll von
Hand aufgestellt werden kénnen, ist die Bewegung eines starren Radsatzes langs eines ge-
raden Gleises. Von Simeon, Fithrer und Rentrop wurde dieses Beispiel so aufbereitet, dafl
es auch fiir numerische Testrechnungen geeignet ist. In [148] werden hierzu die Modellglei-
chungen vollstindig angegeben und Simulationsergebnisse fiir verschiedene Fahrmanéver
gezeigt. Die in den Tests verwendeten FORTRAN Quelltexte sind am CWI Amsterdam
unter http://www.cwi.nl/cwi/projects/IVPtestset.shtml im Internet verfiighar.
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Fy

Abbildung 4.3: Substruktur ,Starrer Radsatz*.

In [120] wurde dieses Beispiel aufgegriffen, wobei wir uns hier vor allem auf die Formu-
lierung der Kontaktbedingungen konzentriert haben. Abb. 4.3 zeigt einen solchen starren
Radsatz, wobei fiir die Rader das Verschleifiprofil S1002 angedeutet ist. Der Radsatz
wird als Starrkérper im MKS-Modell durch n, = 6 Lagekoordinaten beschrieben. Hier-
zu wird in der Mitte des Gleisrosts in Analogie zu R ein kartesisches Koordinatensystem
(z,y,z) eingefithrt, so daB = die Position des Radsatzes lings des Fahrwegs, y die Sei-
tenverschiebung und z die Héhenauslenkung des Radsatzes angibt. Zusammen mit den
Drehwinkeln erhilt man die Lagekoordinaten ¢ = (2,y, 2, a, 3, 7/)7- , die in der nominellen
Lage des Radsatzes die Zahlenwerte y =0, a =0, v =0 haben ( z ~ —0.5m fiir die
in Abb. 4.2 gezeigten Radprofile). Betrachtet wird eine gefithrte Bewegung des Radsatzes
mit konstanter Geschwindigkeit Vg, d. h. @ = V§ -t . Die Abmessungen entsprechen denen
eines in praxi verwendeten Radsatzes, fiir den Fahrweg werden zwei Gleise mit dem Profil
UIC60-ORE im Winkel 1/40 angestellt (vgl. Abb. 4.3). Die vollstdndige Aufzédhlung der
geometrischen und physikalischen Parameter und der aus ingenieurtechnischer Sicht in-
teressanten Bezeichnungen enthalt Tabelle 1 in [120]. Im Modell werden als zunéchst frei
zu wahlende Parameter die Kréifte F, und F. eingefiihrt, die in y- bzw. in z-Richtung auf
den Radsatz wirken (vgl. Abb. 4.3), hierbei entspricht F.. einer méglichen Achslast, F), ist
eine seitliche Fithrungskraft.

Beide Réder sollen permanent in Kontakt mit den Schienen sein, so dafl ¢ zwei Zwangs-
bedingungen erfiillen muB (ny, = 2). Im Starrkérperkontaktmodell mit den Modellglei-
chungen (3.14) treten zusatzlich n, =2 Kontaktpunktkoordinaten s auf (je 1 fiir das

rechte und das linke Rad). Die fiir die Definition der Kontaktbedingungen (4.10) bendtig-
te Transformation der MKS-Lagekoordinaten ¢ in Relativkoordinaten ql(_i)l(q) ergibt sich
aus elementaren geometrischen Uberlegungen ([148], [120]).

Die Berechnung der Reibungskrifte erfolgt nach der Kalkerschen Rollreibungstheorie
mit dem Programm FASTSIM ([97]). Die Reibungskréfte Fir hangen nichtlinear von den
Zwangskraften Fy = —G'T(q, s)A, von Materialkonstanten, vom Schlupf zwischen Rad
und Schiene und von anderen EinfluBgréfen ab, dabei ist p|Fy| eine obere Schranke fiir
|Fr|. Der Reibungskoeffizient p variiert in den verschiedenen Testrechnungen. Fiir den
Stahl von Rad und Schiene werden die Materialkonstanten vgeam = 0.277 (Querkontrak-

tionszahl) und E = 2.02275 - 10" Nm™ (Elastizititsmodul) verwendet.
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Abbildung 4.4: Bewegung eines starren Radsatzes mit Kegelrddern im Geradenlauf,
Vo =67.1ms™L.

Beispiel 27 Ein seit langem bekanntes Phanomen der Laufdynamik von Schienenfahr-
zeugen ist die Instabilitdt der quasi-stationdren Bewegung mit y = 0, wenn ein starrer
Radsatz mit konstanter Geschwindigkeit Vo > Vi langs eines geraden Gleises gefiihrt
wird (Vg bezeichnet die sog. kritische Geschwindigkeit). Wird der Radsatz geringfiigig
seitlich ausgelenkt, so kehrt er nicht in die nominelle Lage (y = 0) zuriick, fiir gewisse Ge-
schwindigkeiten V4 ndhert sich die Bewegung sehr schnell einem Grenzzyklus an. Da sich
diese rasch oszillierende Bewegung (engl.: ,hunting motion®) ungiinstig auf die Fahreigen-
schaften auswirkt, versucht man, durch konstruktive Verdnderungen am Schienenfahrzeug
ein moglichst groBes Vi zu erreichen.

Als Beispiel zeigt Abb. 4.4 Simulationsergebnisse fiir einen starren Radsatz mit Kegel-
ridern ( F'(s) =ro+ ceon - mit 79 =0.5m und ceop = —0.0262 ) mit F, = F, =0N
und g =0.12 . Fiir V5 =67.1ms™! ist die kritische Geschwindigkeit iiberschritten und
die Schwingung in y klingt rasch auf. Zur Simulation wurde der BDF-Code ODASSL
auf die nach (3.18) bestimmte Gear Gupta Leimkuhler Formulierung der Bewegungs-
gleichungen (3.14) angewendet. Bei Toleranzen von 107° (fiir ¢ und v = ¢ ) bzw. 1072
(fiir A) betrug die Rechenzeit auf einer SUN Sparch Workstation 12.3s.

Frequenz und Amplitude der quasi-periodischen Bewegung decken sich mit den Simula-
tionsergebnissen von Simeon et al. (nach dem Modell aus [148]), sie sind in guter Uber-
einstimmung mit Daten, die auf einem Rollpriifstand experimentell bestimmt wurden.

4.2 Kontaktpunktspriinge und nicht differenzierbare
Kontaktbedingungen

Kontaktbedingungen kénnen auf Zwangsbedingungen fithren, die nur stiickweise differen-
zierbar sind. In diesem Abschnitt wird dieses Problem untersucht, und die Auswirkun-
gen auf die dynamische Simulation von Rad-Schiene-Systemen werden verdeutlicht. Nur
durch Einfithrung eines alternativen Kontaktmodells gelingt es, auch fiir Rdder mit sog.
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Abbildung 4.5: Loésungsmenge von A¢(&;¢q) = 0, vgl. Beispiel 28 (p = 0.8).

Verschleifiprofil zufriedenstellende Simulationsergebnisse zu erhalten.

Der in Satz 19 skizzierte numerisch sehr giinstige Zugang zur Formulierung von geo-
metrischen Kontaktbedingungen setzt voraus, daf es stets einen eindeutig bestimmten
Kontaktpunkt gibt, dessen Lage sich stetig mit ¢ andert. Schon fiir das einfache Modell-
problem ist diese Voraussetzung verletzt:

Beispiel 28 Die Kontaktbedingung in Beispiel 24 ergibt sich aus dem globalen Minimum
der Abstandsfunktion A. Abb. 4.5 zeigt fiir zwei verschiedene Werte des Parameters a die
lokalen Extremstellen von A(¢;¢) in Abhéngigkeit von ¢; (man beachte, dal A¢ von ¢,
unabhingig ist). Dabei entsprechen die globalen Minima von A den durchgezogenen Linien
und die anderen lokalen Extrema von A der gestrichelten Linie. Insbesondere gibt die
durchgezogene Linie an, wie sich in Abhangigkeit von ¢; die Lage des Kontaktpunkts
andert, d. h. sie zeigt das in (4.11) definierte &(q1).

Aus geometrischen Griinden gibt es fir ¢; =0 im Fall a < p zwei Kontaktpunkte, die
symmetrisch beziiglich der n-Achse liegen (Abb. 4.1 rechts). Im rechten Diagramm von
Abb. 4.5 entspricht das dem Kontaktpunktsprung von —¢, zu & im Punkt ¢ =0 (aus
g1 =0 und Ag(&iq) = Ae(—&aiq) = 0 folgt & = (o —a?)/2).

Satz 20 Gilt fir das in Beispiel 24 beschricbene Modellproblem a < o, so ergibt sich
aus der Kontaktbedingung (4.7) eine Funktion ¢, = qa(qq), die in ¢ =0 nicht ste-
tig differenzierbar ist. Die durch die Kontaktbedingung (4.7) definierte Mannigfaltigkeit
{q:~4(q) =0} istin Punkten q € R> mit q =0 nicht differenzierbar.
Beweis Fiir ¢; # 0 definiert (4.11) eine Funktion & : (—00,0) U (0, +00) — R, fiir die
insbesondere A¢(&(q1);¢) = 0 gilt. Deshalb 148t sich fiir ¢ # 0 die Kontaktbedingung
(4.7) schreiben als
0=(q) = g2 = C(&olq1): ¢1) = A&o(q1); q) -

Hieraus folgt fiir ¢; # 0 durch implizite Differentiation

dq, 0A 0A déo 0A

dop  OA Ly 9A B : 416

a0 (q1) aql(ﬁo(ql)&) BT (éolar); 9) Ao (q1) aql(ﬁo(lﬂ)ﬂ), (4.16)
denn Ag(éo(q1);q) = 0.
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Unter der Voraussetzung a < o gilt linol éo(q) = =& und 111101+ &o(q1) =& . Setzt
71—U= q1—

man diese Grenzwerte in (4.16) ein, so folgt durch elementare Umformungen

und damit auch die Behauptung des Satzes.

Kontaktbedingungen fithren nicht nur in diesem einfachen Beispiel sondern auch in
MKS-Modellen aus angewandten Problemen zu singuldren Mannigfaltigkeiten. Einige
Auswirkungen auf die dynamische Simulation von Rad-Schiene-Systemen werden in [65]
diskutiert. Die Singularitdt hat weitreichende Konsequenzen: Sind in (4.4) die Zwangs-
bedingungen autonom (g = g(q)), so liegt der Geschwindigkeitsvektor ¢(t) stets im Tan-
gentialraum an die Mannigfaltigkeit {5 : ¢g(y) =0} im Punkt ¢(¢), denn 0 = %g(q(t)) =
G(q)q(t) . Ist g wie in Satz 20 nur stiickweise differenzierbar, so fithrt dies in der Regel
zu Unstetigkeiten in ¢(¢) (und auch in A(¢)). Erreicht in Beispiel 28 mit ¢ > a eine Tra-
jektorie den Punkt ¢; =0 mit einer Geschwindigkeit vy = ¢; # 0, so kann sie wegen
vy =Gy = %(ql) - ¢1 nicht stetig iber ¢; =0 hinaus fortgesetzt werden (vgl. (4.17)).
Bemerkung 39 a) Fiir stetige Trajektorien mit ¢ # 0 ist also der Punkt ¢; =0 ein
Impasse point im urspriinglichen Wortsinn (dtsch.: junpassierbarer Punkt®). Impasse
points treten in verschiedenen praktischen Anwendungen auf und werden seit Ende der
80er Jahre intensiv untersucht. Im engeren Sinn konzentrieren sich diese Arbeiten in An-
lehnung an die Theorie parameterabhéngiger nichtlinearer Gleichungen auf DA Systeme,
fiir die gewisse nichtlineare Gleichungen hA(y, z) = 0 mit Ausnahme einzelner Punkte (der
»Impasse points“) stets (lokal) eindeutig nach z auflésbar sind. Impasse points werden
hierbei durch einen lokalen Rangabfall der Jacobimatrix h. charakterisiert (vgl. z. B. die
Arbeiten von Rabier und Rheinboldt [136], [137]). Dagegen entstehen die Singularitéten
in den Modellgleichungen fiir MKS mit Kontaktbedingungen durch fehlende Differenzier-
barkeit der Zwangsbedingungen.

b) Ebenso wie die von Rabier und Rheinboldt untersuchten Impasse points widerspiegeln
auch die durch Kontaktbedingungen hervorgerufenen Singularitidten grundlegende Eigen-
schaften des mathematisch-physikalischen Modells, sie treten deshalb unabhéngig von
der konkreten Form der Modellgleichungen (Deskriptorform, Zustandsform) auf. Die fiir
analytische Untersuchungen iibliche Transformation der MKS-Modellgleichungen (4.4)
auf Zustandsform setzt zweimalige stetige Differenzierbarkeit der Zwangsbedingungen
voraus und ist fir MKS mit Kontaktbedingungen nur auflerhalb der Singularitdten von
{m:9(n) =0} moglich.

¢) Ausdriicklich sei darauf verwiesen, daff fiir das Modellproblem auch im Fall o > «
die Gleichung A¢(¢;¢) =0 in einer Umgebung der Losung stets lokal eindeutig nach ¢
auflosbar ist. Wahlt man den Anfangswert fiir ¢ auf dem passenden Losungsast von
Ae(&59) =0 (d-h. £(0) := &o(q1(0)) ), so kann man wie in Satz 19 die Kontaktbedingung
(4.7) durch (4.12) ersetzen, solange der kritische Punkt ¢; = 0 nicht erreicht wird. Eine
Trajektorie, fiir die (4.7) und damit auch die unendlich vielen einseitigen Beschrankungen
A(&:q) >0, (|€ — ¢1] < o) erfiillt sind, gelangt jedoch nie zu dem in Abb. 4.5 mit ,P“
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markierten Umkehrpunkt der Kurve {(¢1,£) : A¢(&¢) =0} . Dieser Umkehrpunkt ist
ein klassischer Impasse point der Gleichungen (3.14) mit s =¢, h(q,s) = A¢(&¢) und
g(q,s) = A(&q) , denn in ,P“ gilt hy = Age = 0. Man beachte jedoch, daB (4.7) und
(4.12) fiir das Modellproblem nur dann dquivalent sind, wenn ¢ und ¢; gleiches Vorzei-
chen haben.

Die bisher im Detail am Modellproblem fiir ¢ > a diskutierten Singularitidten sind
auch charakteristisch fiir den Kontakt zwischen einem Rad mit Verschleifiprofil und der
Schiene. Verschleifiprofile wie z. B. das Profil S1002 aus Abb. 4.2 werden von vielen euro-
paischen Bahngesellschaften eingesetzt, sie wurden auf der Grundlage von MeBdaten eines
nach langer Laufleistung verschlissenen Rades definiert. Deshalb ist die Profilfunktion des
Rades tiber einen grofieren Teil der Lauffliche des Rades nahezu parallel zur Profilfunktion
des Gleises (vgl. Abb. 4.2 auf Seite 135, dort gehort der Bereich mit s> —35mm zur
Lauffliche und der Bereich mit s < —35mm zur Flanke des Rades). Im Unterschied zu
kegelformigen Radern sind Rader mit Verschleiprofil nicht konvex.

Als Gegenstiick zu Abb. 4.5 zeigt Abb. 4.6 auf S. 144 wiederum den Kontaktpunkt
(, ), die lokalen Extremstellen von A (,--“) und die Kontaktpunktspriinge (,,---*)
in Abhéngigkeit von den Lagekoordinaten, d. h. hier: in Abhangigkeit von ¢,. Dabei
wurde von der nominellen Lage eines starren Radsatzes auf einem geraden Gleis mit
Anstellwinkel 1/40 ausgegangen und anschlieBend ¢, variiert (fiir die nominelle Lage ist
&~ 9.50mm, ¢ =0.025 und ¥ =0). Das linke Diagramm entspricht dem einfachen
Fall (Kegelprofil), das rechte dem komplizierten (VerschleiBprofil). In dem Starrkorper-
kontaktmodell nach Bemerkung 36 treten Kontaktpunktspriinge nicht nur zwischen der
Lauffliche und der Flanke des Rades ( s = —33mm — s, = —38mm ), sondern vor al-
lem auch innerhalb der Laufflache auf.

Der qualitative Unterschied zwischen linkem und rechtem Diagramm von Abb. 4.6 er-
scheint zunéchst {iberraschend, da Kegel- und Verschleifiprofil auf der Laufflache nur wenig
differieren (vgl. Abb. 4.2). Abb. 4.7 illustriert jedoch, wie weitreichend im Starrkérper-
kontaktmodell die Auswirkungen von sehr kleinen Profilunterschieden (im 1/10 mm-Be-
reich) sein konnen. Fiir beide Diagramme in Abb. 4.7 wurde ¢, aus der Kontaktbedingung
(4.9) bestimmt, die Winkel ¢ und ¢ entsprechen der Konfiguration in Abb. 4.6. Wird das
Rad von ¢, =9.10mm (links) zu ¢, = 9.64mm (rechts) verschoben, so &ndert sich die
Abstandsfunktion fiir das Kegelprofil (,,---“) nur geringfiigig. Dagegen bildet sich fiir das
Verschleifiprofil (,, “) ein zweites lokales Minimum von A aus, schlieBlich springt (fiir
¢, & 9.64mm ) der Kontaktpunkt von s. ~ 2.4mm nach s, ~ —8.0mm.

Kontaktpunktspriinge und die damit verbundenen Singularititen der durch die Starr-
kérperkontaktbedingungen definierten Mannigfaltigkeit treten fiir Rader mit Verschleif3-
profil schon in unmittelbarer Ndhe der nominellen Lage des Rades auf und werden deshalb
zum entscheidenden Problem bei der dynamischen Simulation ([16]). Physikalisch ent-
spricht der unstetigen Zustandsidnderung beim Kontaktpunktsprung ein Stoff im MKS;
wegen der zwischen Rad und Schiene wirkenden Reibungskrifte handelt es sich um einen
Reibstofl. Wahrend des Stofles bleiben die Lagekoordinaten ¢ unverdndert, der Geschwin-
digkeitsvektor ¢ und die Zwangskrafte —G7T(q, t)A &ndern sich unstetig. Die Zustandsinde-
rung des MKS wird nicht mehr allein durch die Bewegungsgleichungen (4.4) beschrieben,
zusétzlich ist ein physikalisches Modell fir die Zustandsdnderung wahrend des Reibstofes
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Abbildung 4.6: Kontaktpunkt und lokale Extremstellen der Abstandsfunktion A fiir
Gleisprofil UIC60 ORE und kegelférmiges Rad (links) bzw. Radprofil S1002 (rechts).
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Abbildung 4.7: Abstandsfunktion A(s; gpe]) fiir Gleisprofil UIC60 ORE und kegelférmiges
Rad (,,--=“) bzw. Radprofil S1002 (,—). ¢ = 0.025, ¢» = 0.
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erforderlich.

In [120] wird das dynamische Verhalten von Rad—Schiene-Systemen, deren Réder Ver-
schleifiprofil haben, auf der Grundlage des Starrkorperkontaktmodells simuliert. Wegen
der Kontaktpunktspriinge ist die Lésung der Bewegungsgleichungen mit den unendlich
vielen einseitigen Beschrankungen

A(si;qii)l,l‘) >0, (s<s <5, i=1,...,M)

3

aus Bemerkung 36 zu diskreten Zeitpunkten ¢¢) unstetig. Zwischen den Unstetigkeitsstel-
len, d. h. in den Teilintervallen (N”,l“*’”). andert sich dagegen die Lage der Kontakt-
punkte stetig, so daB die in Abschnitt 4.1 fiir Rad—Schiene-Systeme mit Kegelrddern
besprochenen Losungsverfahren verwendet werden konnen.

Beginnend mit konsistenten Anfangswerten wendet man hierzu ein geeignetes Integra-
tionsverfahren auf die Modellgleichungen (3.14) an (z. B. ODASSL fiir die Gear-Gupta—
Leimkuhler—Formulierung). Nach jedem Integrationsschritt ¢, — t,41 wird iiberpriift,
ob die vom Integrator stetig verfolgte Nullstelle s; von h;(q,s) := Ay(s;; qi?h z) noch mit
dem Kontaktpunkt zusammenfallt (: = 1,...,M). Dazu ist fiir jedes Rad der Kontakt-
punkt zu bestimmen, d. h., auf der Radoberflache ist langs der Kurve € derjenige Punkt
zu suchen, fiir den die Abstandsfunktion minimal wird. In Abb. 4.6 rechts liegt der Kon-
taktpunkt stets auf einer der durchgezogenen Linien, dagegen folgt der Integrator der
Kurve {s; : hi(q,s) =0}, die in der Abbildung durch die Vereinigung der durchgezo-
genen und der gestrichelten Linien dargestellt wird. Ist der Kontaktpunkt fiir jedes der
Réder im Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit mit dem vom Integrator berechneten
Wert s; identisch, so kann die Integration fortgesetzt werden.

Unterscheiden sich dagegen fiir eines der Réder die vom Integrator berechneten Koor-
dinaten s von den Kontaktpunktkoordinaten, so hat wihrend des Zeitschritts ¢, — t,41
ein Kontaktpunktsprung stattgefunden. Der genaue Zeitpunkt 1) e [tn,tns1] wird unter
Verwendung von Schaltfunktionen bestimmt, anschlieBend wird die Integration der Mo-
dellgleichungen in ¢) unterbrochen ([82, S. 196ff]). Das ReibstoBmodell gibt an, wie sich
¢ und X im Punkt ¢¥) dndern, und definiert damit die Anfangswerte ¢(¢t()) und \(¢())
fiir die Integration der Modellgleichungen auf dem Zeitintervall (tU ),t““]) . Mit diesen
Anfangswerten (und mit den neuen Kontaktpunktkoordinaten s) kann nun die Integration
fortgesetzt werden.

Beispiel 29 Ahnlich wie in Beispiel 27 zeigt Abb. 4.8 Simulationsergebnisse, die fiir die
gefiihrte Bewegung eines starren Radsatzes entlang eines geraden Gleises berechnet wur-
den (V5 =30ms™, F,=0N, F.=10°N, px=0.2). Im Unterschied zu Beispiel 27
haben die Réder hier jedoch ein VerschleiBprofil. Wegen des in Flankennéhe rasch wach-
senden Raddurchmessers ist die Amplitude der quasi-periodischen Bewegung sehr viel
kleiner als bei Kegelrddern. In diesem Beispiel kommt fiir keines der beiden Rader die
Flanke in Kontakt mit dem Gleis. Es finden jedoch zahlreiche Kontaktpunktspriinge in-
nerhalb der Laufflichen der Réder statt, so daf sich die Zwangskrafte unstetig dndern.

Als StoBmodell wird stark vereinfachend ein aus der Literatur bekanntes Modell fiir
voll plastische, reibungsfreie StéBe verwendet ([89]): Der Geschwindigkeitsvektor ¢ andert
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Abbildung 4.8: Bewegung eines starren Radsatzes mit Radprofil 51002 im Geradenlauf,
Vo = 30.0ms™ .

sich von ¢~ zu ¢ mit
M(q)(¢* —¢7) € range GT(q,s%) ,  G(q,sT)g" =0, (4.18)

wobei sT die Kontaktpunktkoordinaten nach dem Kontaktpunktsprung bezeichnet (vgl.
die Definition von G in (3.14)). Dadurch sind wegen %g(q, s) = 0 auch die Zwangskrafte
nach dem StoB eindeutig bestimmt (vgl. (3.3)).

Diese Implementierung des Starrkoérperkontaktmodells arbeitet zuverldssig und ver-
gleichsweise effektiv. Gegeniiber der Simulation von Rad Schiene Systemen mit Kegel-
radern entsteht im wesentlichen der folgende zusétzliche Aufwand:

a) Auswertung der Schaltfunktion nach jedem Integrationsschritt (hierzu pro Rad die
Bestimmung des globalen Minimums fiir eine von einer skalaren Grofle abhéngende
skalare Funktion),

b) genaue Lokalisierung der Unstetigkeitsstelle ¢) € [t,,,¢,41] (hierauf kann wegen der
meist kleinen Integrationsschrittweite und des ohnehin grofien Modellfehlers verzich-
tet werden [120]),

c) Berechnung von s*, Berechnung der unstetigen Zustandséinderung nach (4.18) und
konsistente Initialisierung der Zwangskrifte nach dem Kontaktpunktsprung und

d) Neustart des Integrationsverfahrens.

Fiir die im Beispiel 29 gezeigte Simulation betrug die Rechenzeit auf einer SUN Sparch
Workstation 202.1s.

Obwohl der angegebene Algorithmus das Problem der numerischen Integration von
Modellgleichungen mit Kontaktpunktspriingen aus numerischer Sicht zufriedenstellend
16st, ist er dennoch fiir praktische Rechnungen nur sehr eingeschrankt brauchbar. Ein un-
gelostes Problem ist, welches Stofimodell den Reibstofl zwischen Rad und Schiene ausrei-
chend gut beschreibt und trotzdem effektiv numerisch umgesetzt werden kann. Auflerdem
fithrt in groferen Rad-Schiene-Systemen die wachsende Zahl von Radern und damit die
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Abbildung 4.9: Starrer Radsatz im Geradenlauf. Anwendung des Starrkdrperkontakt-
modells auf ein Benchmark-Problem von Pascal ([126]).

wachsende Zahl von Kontaktbedingungen zu sehr viel haufigeren Unterbrechungen der
Zeitintegration, so da der nach jeder Unstetigkeitsstelle erforderliche groe Aufwand zur
Fortsetzung der Zeitintegration insgesamt stark anwéchst.

Der entscheidende Mangel ist jedoch, dafi der Modellfehler des Starrkdrperkontakt-
modells die Simulationsergebnisse stark verfalschen kann:

Beispiel 30 Der in den Beispielen 27 und 29 simulierte Grenzzyklus ist sowohl in der
Realitit als auch in der Simulation auflerordentlich stabil und stellt sich selbst bei grofe-
ren Modellfehlern (z. B. im Reibstofmodell) immer wieder ein. Von Pascal ([126]) wurde
ein Benchmark—Problem formuliert, das die Auswirkungen verschiedener Modellierun-
gen des geometrischen Kontakts einer Schiene mit einem Rad mit Verschleifiprofil sehr
viel deutlicher erkennen 146t. Mit den Bezeichnungen von Abb. 4.3 ist V5 = 30.0ms™",
F,=2-10"N, F.=1547T15N, p=0.01. Als Gleisprofil wird UIC60 ORE verwen-
det, die Réder haben das Verschleifiprofil 51002, jedoch mit einem um 5cm geringe-
ren nominellen Rollradius als in Abb. 4.2 (ry = 0.45m). Wegen der seitlichen Fithrungs-
kraft £, wird der Radsatz aus seiner anfanglichen nominellen Lage ausgelenkt und die
Lésung erreicht eine quasi-stationdre Lage mit lims . y(¢) ~ 5.0mm , d. h., die Radsatz—-
Lagekoordinaten y, z, o und « ndhern sich konstanten Werten an, wéhrend der Drehwin-
kel pund = = Vg -1 weiter wachsen. Fiir die quasi-stationédre Lage wird auf dem rechten
Rad eine Konfiguration ql(_;)l(q) erreicht, die in der Néhe einer Sprungstelle des Kontakt-
punkts im Starrkorperkontaktmodell liegt.

Wendet man den oben beschriebenen Algorithmus zur dynamischen Simulation auf dieses
Benchmark Problem an, so wird die quasi-stationire Lage nicht erreicht (vgl. Abb. 4.9).
Wegen zahlreicher Kontaktpunktspriinge auf dem rechten Rad und wegen der damit ver-
bundenen Unstetigkeiten in ¢ und in den Zwangskréaften oszilliert die Losung statt dessen
um die quasi-stationdre Lage.
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4.3 Ein quasi-elastisches Modell fiir den Rad-Schiene-
Kontakt

Prinzipiell wére es denkbar ~ zum Beispiel bei plastischen Verformungen des Rades oder
der Schiene wahrend des Reibstofes daf} die Simulationsergebnisse aus Beispiel 30
die Grenzen der Anwendbarkeit des MKS—Modells zeigen. Die wirkliche Ursache des in-
akzeptabel grofien Fehlers der Simulationsergebnisse ist jedoch der Modellfehler des Starr-
korperkontaktmodells. In diesem Abschnitt entwickeln wir als Alternative ein sog. quasi-
elastisches Modell fiir den Rad—Schiene—Kontakt, das einerseits die elastische Deformation
von Rad und Schiene qualitativ beriicksichtigt und andererseits die Nachteile eines rein
elastischen Kontaktmodells vermeidet.

Abb. 4.7 auf S. 144 zeigt, daB fiir Verschleifiprofile die Aufgabe, zu gegebenem Profil
und zu gegebener Lage ¢, den Kontaktpunkt zu bestimmen, auerordentlich schlecht
konditioniert ist. Minimale Lagednderungen oder kleinste Profilinderungen (z. B. durch
Verschlei§) konnen Kontaktpunktspriinge zur Folge haben. D. h., die zur Definition der
Kontaktbedingung eingefiihrte Hilfsgrofe ,, Kontaktpunkt® ist im Fall von Verschleifprofi-
len ungeeignet. In der ingenieurwissenschaftlichen Literatur werden gelegentlich Ansitze
untersucht, die bei der Formulierung der Kontaktbedingungen statt des Kontaktpunkts
(also desjenigen Punkts, in dem A das globale Minimum annimmt) die Menge aller loka-
len Minimalstellen von A zu verwenden (, Mehrpunktkontakt®). Aber auch diese Menge
ist ungeeignet, denn die Anzahl der Minimalstellen kann sich bei Lage- und / oder bei
Profilinderungen sprunghaft verdndern (vgl. [11] und Abb. 4.7).

Bemerkung 40 Ausgangspunkt des Starrkérperkontaktmodells sind zwei undeformierte
Festkorper, die sich in (mindestens) einem Kontaktpunkt P beriihren. Abb. 4.10 zeigt
diese Konfiguration fiir ein Rad und eine Schiene, deren undeformierte Oberflichen sche-
matisch durch die gestrichelten Linien angedeutet werden.

Sehr viel genauer als durch das Starrkorperkontaktmodell wird der Rad-Schiene-Kontakt
durch ein elastisches Kontaktmodell beschrieben (vgl. z. B. [95] fiir eine allgemeine Ein-
fithrung und [98] fiir eine spezifische Darstellung des Rad—Schiene-Kontakts). Ist £ die
Tangentialebene, die im Kontaktpunkt Py an die Radoberfliche gelegt wird, so betrachtet
man eine in Normalenrichtung zu £ wirkende Kraft Fly. Zur analytischen Beschreibung
des elastischen Kontakts definiert man ein kartesisches Koordinatensystem (&;,&,,¢.)
mit dem Kontaktpunkt als Koordinatenursprung so, daf & mit der (&;, ¢, )-Ebene zusam-
menfillt und Fy lings der £.-Achse wirkt (Abb. 4.12). Durch die elastische Deformation
von Rad und Schiene bildet sich eine Kontaktflache 2 aus, deren Lage und Gréfie zunéchst
unbekannt sind. Ndherungsweise nimmt man an, dafi @ in £ liegt. Die Andruckkraft
Fx verteilt sich auf Q, dabei ist |Fy| = ffﬂ p({;,fg) dQ) mit der Normaldruckverteilung
p(&, &) s fir die gilt p(€7,€;) > 0 und

P& €) =0, falls (€.6) ¢ Q.

Nun betrachtet man die Wirkung dieser Normaldruckverteilung getrennt fiir die Fest-
korper Rad und Schiene. Die lineare Elastizitatstheorie beschreibt die durch p in diesen
Koérpern hervorgerufenen Deformationen, wobei es sinnvoll ist, Rad und Schiene jeweils
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Abbildung 4.10: Starrkoérperkontakt zweier geometrischer Korper.
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Abbildung 4.11: Elastische Deformation der Schiene (undeformierter ,--* und deformier-

ter " Zustand der Oberflache).
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Abbildung 4.12: Elastische Deformation von Rad und Schiene (undeformierter ,-- und
deformierter ,,—“ Zustand), nach [95, Abb. 4.2].
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durch elastische Halbraume zu approximieren. Wenn man dabei den Einflul der in Tangen-
tialrichtung wirkenden Kréfte (z. B. Reibungskréfte) vernachlassigt, so ergeben sich an
den Oberflaichen von Rad und Schiene die Verschiebungen

(W 1_”2, p( ;75/)
(W) _ w y
uz (61-51/) - 7TE(VV) //Q \/(61 ~ {/I)z + ({y — €/y)2 (lQ

) -2 P &)
(R) - i x2Sy
et = g Je -+ -g) dQ

in &.-Richtung. Hierbei sind die Querkontraktionszahlen v, v, und die Elastizitats-

moduln EM) E® Materialkonstanten (fiir ,Wheel“ bzw. ,Rail“, vgl. S. 139). Abb. 4.11

veranschaulicht die Deformation der Schiene. In Abb. 4.12 werden (wieder nur schema-

tisch) neben den undeformierten Oberflachen (,--%) auch die deformierten Oberflachen
(,==") der beiden Korper sowie die Kontaktfliche Q dargestellt. In Normalenrichtung
zu & ergibt sich als Folge der elastischen Deformation eine verdnderte relative Lage des
Rades zur Schiene. Die undeformierten Oberflichen von Rad und Schiene wiirden sich in
dieser Lage gegenseitig durchdringen (vgl. Abbildung).

Zu gegebenen Koordinaten &, und ¢, bezeichne P (&,.¢,) = (fr,fy,fﬁ””)T einen Punkt
auf der Radoberfliche und P, (&:,6,) = (fx,fy,fiR))T den zugehédrigen Punkt auf der
Gleisoberfliche. Beriihren sich die undeformierten Kérper Rad und Schiene im Kontakt-
punkt P* = Py (0,0) = P,(0,0) , so haben P (&, &) und P, (&, &) einen nichtnegativen
Abstand d(¢,,&,), wobei d(&,, &,) allein durch die Geometrie der Oberflachen von Rad und
Schiene bestimmt ist (vgl. Abb. 4.10). Die der Normaldruckverteilung p entsprechenden
Verschiebungen @) und @™ bewirken in Abb. 4.12 eine Verschiebung von P, nach
yoben® und eine Verschiebung von P, nach ,unten®. Damit ergibt sich im deformierten

Zustand als Abstand zwischen Py, und P, :
(6o, &) + T (& &) + T (G ) =6 (4.19)
Hierbei bezeichnet
6 :=a")(0,0) +w(0,0) (4.20)

die elastische Anndherung der beiden Festkorper Rad und Schiene. €2 ist genau dann die
Kontaktflache, wenn gilt

d(&e &) +TE &) +T(En &) = 6, falls (&,6) €0,
d(6s. &)+ (& &) + 16 6) > 6, falls (6.6) £ Q.

Durch diese Bedingungen werden fiir den elastischen Rad-Schiene-Kontakt implizit die

GroBe und Lage der Kontaktfliche  sowie die Normaldruckverteilung p(¢;, ;) innerhalb
(W

") und @ und insbeson-

der Kontaktflache bestimmt. Hieraus erhédlt man schlieBlich @'
dere auch 6.
Die elastische Anndherung § wird also neben Materialeigenschaften vor allem durch die

Normalkraft Fy und durch die Geometrie der Oberflichen von Rad und Schiene in
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der Kontaktfliche bestimmt. Dabei gilt z. B. im klassischen Hertzschen Kontaktmodell
§ ~ |Fy|?? . Umgekehrt ergibt sich fiir jede relative Lage ¢yo) des Rades zur Schiene, fiir
die sich Rad und Schiene als Starrkdrper durchdringen wiirden (d. h. § > 0 in Abb. 4.12),
eine riicktreibende Kraft Fiy (z. B. |Fn| ~ 532 ), die in einem elastischen Kontaktmodell
der Zwangskraft —GT(q,s)/\ des Starrkorperkontaktmodells (3.14) entspricht.

Wie schon in Bemerkung 35b erwihnt, fithrt die quantitative Beriicksichtigung des
Zusammenhangs von ¢ und Fy im elastischen Kontaktmodell auf einen Losungsanteil,
der mit hoher Frequenz oszilliert, dessen Amplitude jedoch weit unterhalb der fiir das
MKS-Modell typischen Genauigkeitsforderungen liegt. Dieser in praxi nicht interessie-
rende Losungsanteil verkompliziert die numerische Losung erheblich, so daff der Rechen-
aufwand sehr viel grofer als im Starrkoérperkontaktmodell ist.

Statt dessen soll im folgenden die elastische Deformation nur qualitativ beriicksichtigt
werden. Nach Johnson ([95, Abschnitt 4.1]) kann man die Lage und GroBe der Kontakt-
flache recht gut qualitativ (jedoch nicht quantitativ) beschreiben, indem fiir verschiedene
Zahlenwerte Ag die Niveaulinien des Abstands zwischen Rad und Schiene aufgetragen
werden. Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 36 betrachten wir deshalb die Projek-
tion der Kurven { Py :ef - (P (Py)— Py) =20} auf € (vgl. (4.8)). Abb. 4.13 auf
S. 152 zeigt die projizierten Kurven fiir die beiden Konfigurationen aus Abb. 4.7 fiir
Ag =20(20)100 gm , dabei sind die lokalen Minima von A(s; g1, @) durch ,+* markiert.
Kleineren Werten von Ag entsprechen kleinere Normalkrifte und damit in Abb. 4.13 die
innen gelegenen Kurven, entsprechend veranschaulichen die Kurven fiir grofere Werte von
Ag die Kontaktflichen fiir groBere Normalkréfte.

Die Abb. 4.7 und 4.13 illustrieren, dafl die Lage und die Gréfle der Kontaktflache
sehr viel weniger empfindlich gegeniiber Anderungen von ¢, sind als die Lage des Kon-
taktpunkts. Statt der Starrkérperkontaktbedingung (4.9) fordern wir deshalb, daff ein
gewichteter Mittelwert von el - (P, (P,)— P,) ,d. h. ein gewichteter Mittelwert des Ab-
stands des Rades zur Schiene, verschwindet. Der Mittelwert soll im wesentlichen durch die
Funktionswerte derjenigen Punkte bestimmt sein, die im elastischen Kontaktmodell zur
Kontaktflaiche gehoren. Der Einflufl der auflerhalb der Kontaktfliche gelegenen Punkte
auf die Kontaktbedingung soll dagegen vernachlassighar klein sein. Wie im Starrkérper-
kontaktmodell reicht es aus, statt der zweidimensionalen Kontaktfliche nur die Kurve €
zu betrachten.

Verschiedene Ansétze dieser Art wurden implementiert und getestet ([65]). Als beson-
ders vorteilhaft erweist sich die von Frischmuth ([22]) vorgeschlagene Funktion

smax{) ¢ (s; qep, 7)== v ln(/ exp(ig“(s;qrd,.v))ds / / (l.s) , (4.21)
v
¢ ¢

in der v einen kleinen positiven Parameter bezeichnet.

Lemma 12 Gegeben sei eine stetige Funktion ((s; qpep,2). Dann ist smaxgy)C(s;qrol,a‘)
(mindestens) ebenso oft stetig differenzierbar beziglich que) und x wie ((s; qpep, x) . Werden
Grel und x fiziert, so gill fir jedes v > 0

a) smax”((s; gl ) < max, C(s; g, @) und
(

b) lin& 51naxs‘/)§(s; Grel> T) = max ((S; gpes T) -
e
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Abbildung 4.13: Konturlinien fiir den Abstand zwischen Rad (Profil S1002) und Schiene
(Profil UIC60 ORE), ¢ = 0.025, ¢» = 0, Ag = 20(20)100 pm.
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Abbildung 4.14: Konturlinien fir den Abstand zwischen zwei Paraboloiden, die im klas-
sischen Hertzschen Kontaktmodell die Oberflichen von Rad (Profil S1002) und Schiene
(Profil UIC60-ORE) in der Umgebung eines Kontaktpunkts P, (s.) approximieren (auf-
getragen fiir alle lokalen Minimalstellen s, von A), ¢ = 0.025, ¢» = 0, Ag = 20(20)100 pm.

& =9.10mm ¢, =9.64mm
0.02 0.02
0.01 0.01
B =
-0.01 -0.01
-0.02 -0.02
-0.02 0 0.02 -0.02 0 0.02
v [m] v [m]

Abbildung 4.15: Konturlinien fiir den Abstand zwischen zwei Paraboloiden, die im ver-
allgemeinerten Hertzschen Kontaktmodell die Oberflichen von Rad (Profil S1002) und
Schiene (Profil UIC60-ORE) in der Umgebung von P (s) approximieren, ¢ = 0.025,
Y =0, Ag = 20(20)100 pm.
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Beweis a) folgt aus exp(L¢(s; grel, ) < max, exp(L((s; g1, 2)) -
b) Sei & > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von ( existiert ein £ > 0, so daf§
es ein Teilstiick & von € der Lange fﬁ ds > ¢é- f@ ds gibt, fiir das gilt

C(8; qrel, ¥) = max((s; qre, @) — €, falls Py (s) € R.

-/@ds/ / d.;)

Damit folgt

™M

. 1 .
smax("((s; ¢, @) > v ln(exp(;(msaxg(s; Qrel, T) —€))

¢

= max((s;¢e.2)—c+ving,
s

also lim,_q smax,(;y){(.s; Qrel, ) > maxs ((8; ¢rel, ) —e . Da ¢ > 0 beliebig gewidhlt war,

folgt die Behauptung.

Mit dieser Funktion smax(”) wird die quasi-elastische Kontaktbedingung

0=9"2g) = ~€u = s1max(5: el ) (1.22)
SE[s,s]
definiert, die die elastische Deformation von Rad und Schiene qualitativ, aber nicht quan-
titativ berficksichtigt. Nach Lemma 12 definiert (4.22) die Héhenauslenkung —¢,, so, daf§
sich Rad und Schiene als Starrkérper i. allg. geringfiigig durchdringen wiirden:

8 = max (85 grel, @) = gg[l;g-]\’(”’@'(s; Grely ) 20
(vgl. auch (4.9)). So ist es naheliegend, den Parameter v > 0 so zu wihlen, daf 60) etwa
der elastischen Annéherung 6 aus (4.20) entspricht. Je nach Achslast liegen typische Werte
fiir 6 im Bereich 10 gm ... 100 gm . In umfangreichen Testrechnungen erwiesen sich quasi-
elastische Kontaktbedingungen (4.22) mit v € [107°,5 - 107°] als besonders geeignet fiir
die Profile 51002 (Rad) und UIC60-ORE (Schiene). Abb. 4.16 auf S. 154 zeigt die nach
dem Starrkdrperkontaktmodell (4.9) und die nach dem quasi-elastischen Kontaktmodell
(4.22) definierte Hohenauslenkung —¢,, in Abhéngigkeit von ¢,. Die gepunkteten Linien
deuten die Unstetigkeitsstellen der Ableitung der Starrkérperkontaktbedingung, d. h. die
Sprungstellen des Kontaktpunkts an.

Verwendet man in den Modellgleichungen das quasi-elastische Kontaktmodell, so erge-
ben sich statt (4.10) die Kontaktbedingungen 0= g()(q) = ('yf")(q), N vj‘;)(q) )T mit
lim,_o ¢*)(q) = ¢(q) . Da keine Kontaktpunktkoordinaten zu beriicksichtigen sind, haben
die Modellgleichungen die Standardform (4.4). Gleichzeitig werden die fiir das Starrkérper-
kontaktmodell charakteristischen Unstetigkeiten in ¢ und A vermieden, weil g(”)((l) =0
nach Lemma 12 eine hinreichend oft stetig differenzierbare Zwangsbedingung definiert.
In diesem Sinne kann der Ubergang vom Starrkérperkontaktmodell zum quasi-elastischen
Kontaktmodell als Regularisierung der Bewegungsgleichungen interpretiert werden ([64]).
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Abbildung 4.16: Hohenauslenkung des Rades nach der Starrkdrperkontaktbedingung (4.9)
(,0“) bzw. nach der quasi-elastischen Kontaktbedingung (4.22) mit v =2-107% (,+%).

Gleisprofil UIC60 ORE, Radprofil 51002. ¢ = 0.025, ¢» = 0.

Bemerkung 41 a) Die Starrkdrperkontaktbedingung (4.9) fiir den Rad-Schiene-Kontakt
ergab sich in Abschnitt 4.1 als Spezialfall von Kontaktbedingungen fiir beliebige Starr-
korper (vgl. Beispiel 24). Noch allgemeiner ist (4.9) ein Beispiel fiir eine (einseitige) Be-
schrankung, die sich in einem DA-System ergibt, wenn aus einer Schar von (unendlich
vielen) einseitigen Beschrankungen stets mindestens eine aktiv sein soll. Die Regularisie-
rung der Starrkérperkontaktbedingung durch den Ubergang von (4.9) zu (4.22) 1aBt sich
direkt auf diese allgemeinere Situation iibertragen ([22]). Dabei hangt es sehr stark von
der jeweiligen Anwendung ab, ob der Ubergang vom Grenzwert v — 0 zu endlichen Wer-
ten von v physikalisch gerechtfertigt oder sogar — wie im Rad—Schiene-Kontaktmodell
wiinschenswert ist.

b) Im quasi-elastischen Kontaktmodell hangt die Lésung ¢(t), A(t) der Modellgleichungen
vom Parameter v > 0 ab. Fiir sehr einfache Modellprobleme (Bewegung einer Punkt-
masse auf einer Mannigfaltigkeit mit Knick) konnte nachgewiesen werden, dafl diese
Losung fiir v — 0 gegen einen wohl definierten Grenzwert ¢*(¢), A*(¢) konvergiert, wobei
¢*(t) die (nur stiickweise differenzierbaren) Zwangsbedingungen des Starrkérperkontakt-
modells erfiillt ([62], [88]). Mit ¢*(¢) und A*(¢) ist also fiir das Starrkérperkontaktmodell
eine spezielle Losung gegeben, deren Ubergange von ¢*(t%) — 0) zu ¢*(t¥) + 0) und von
A (t0) = 0) zu A*(tU) 4 0) fiir alle Zeitpunkte $@) € [0,T], fiir die sich ¢* und \* unstetig
andern, durch den Grenziibergang v — 0 eindeutig bestimmt sind. Der Grenziibergang
v — 0 im quasi-elastischen Kontaktmodell er6ffnet damit einen systematischen Weg,
Ubergangsbedingungen fiir die unstetigen Zustandsinderungen im Starrkérperkontakt-
modell zu formulieren.

Fiir die Modellierung des Rad—Schiene-Kontakts ist es jedoch wegen des Modellfehlers
im Starrkérperkontaktmodell wenig sinnvoll, die quasi-elastische Kontaktbedingung (4.22)
fir ¥ — 0 zu betrachten, denn fiir Parameterwerte » > 0 mit 6*) ~ § erhilt man eine
aus physikalischer Sicht wesentlich bessere Kontaktbedingung fiir den elastischen Kontakt
von Rad und Schiene.
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Durch die qualitative Beriicksichtigung der elastischen Deformation von Rad und
Schiene im quasi-elastischen Kontaktmodell ist es méglich, auch bei der Berechnung der
Reibungskrifte die konkrete Gestalt der Kontaktfliche sehr viel besser zu beriicksichtigen
als im Starrkérperkontaktmodell. Die Modellierung und Berechnung der Reibungskrafte
zwischen Rad und Schiene ist kompliziert. Wir verzichten hier auf eine detaillierte Darstel-
lung und verweisen statt dessen auf die Monographie [97] von Kalker, dessen Rollreibungs-
theorie als The state of the art gelten kann. Zur Berechnung der Reibungskréfte sind nicht
nur wie in Bemerkung 40 Kréfte in normaler, sondern auch in tangentialer Richtung zu
beriicksichtigen. Wegen des auflerordentlich hohen numerischen Aufwands zur vollstdndi-
gen Losung des normalen und des tangentialen Kontaktproblems sind in MKS Modellen
vereinfachende Annahmen zwingend erforderlich. Hierzu gibt es eine Vielzahl verschie-
dener Ansétze ([97]). Die Entscheidung, ob ein Ansatz geeignet ist oder nicht, basiert
meist nicht auf Fehlerabschatzungen, sondern auf dem Vergleich von Simulationsergeb-
nissen mit gemessenen Daten. Deshalb werden solche Einschiatzungen in der Literatur oft
kontrovers diskutiert, wobei sich die Entscheidungskriterien im Laufe der Zeit durchaus
andern konnen.

Ein typisches Beispiel ist das klassische Hertzsche Kontaktmodell zur Losung des nor-
malen Kontaktproblems aus Bemerkung 40. Hierzu werden die undeformierten Ober-
flachen von Rad und Schiene durch Paraboloide ersetzt, deren Scheitel im Kontakt-
punkt P liegt (vgl. (4.15)) und deren Achsen parallel zur £.-Achse sind. Die Paraboloide
werden eindeutig durch die Bedingung definiert, dafl im Kontaktpunkt die Krimmungen
des ersten Paraboloids mit den Kriimmungen der Radoberfliche und die Kriitmmungen
des zweiten Paraboloids mit den Kriimmungen der Gleisoberflache iibereinstimmen sollen.
Der Abstand d(¢,,¢,) der undeformierten Oberflichen von Rad und Schiene wird damit
approximiert durch den Abstand der Paraboloide und in (4.19) gilt ndherungsweise

d(é.,6,) = AE2 + BE,  mit gewissen Konstanten A, B > 0. (4.23)

Dabei wurden die {,- und die {,-Achse so festgelegt, daB der Koeffizient des Terms ... &,
verschwindet. Fiir Funktionen d der Gestalt (4.23) zeigte Hertz schon 1882, dafi Q ellip-
tisch ist (Kontaktellipse). Sind die Halbachsen a und b der Kontaktellipse bekannt, so
erhilt man in Q die Normaldruckverteilung p(&,,&;) = po - (1 — &2a® — El’lz/bz)l/2 mit
po = 3|Fyn|/(27ab) , und die Koeffizienten A und B in (4.23) kénnen unter Verwendung
von elliptischen Integralen in geschlossener Form angegeben werden. Damit sind a, b und
p(&;, &,) implizit als Funktionen von A, B und Fy gegeben, und es gilt ¢ = ¢|Fx|*® mit
einem Proportionalitatsfaktor ¢, der durch A und B und durch die Materialkonstanten
wr Ve, BV und BT eindeutig bestimmt ist ([95, Kapitel 4]). Von Kalker wurde der
Algorithmus FASTSIM entwickelt und implementiert, mit dem man auf dieser Grundlage

Vs V,
auch das tangentiale Kontaktproblem sehr effizient numerisch 16sen kann, um schliellich
die Rollreibungskrifte zu berechnen ([97, Kapitel 3]).

Betrachtet man die Radoberfliche nur langs der Kurve €, so entspricht der Approxi-
mation der Oberflachen durch Paraboloide eine Approximation der in Abb. 4.7 auf S. 144
dargestellten Funktion A durch eine Parabel, deren Scheitelpunkt in s, liegt und die in
s, dieselbe Kriimmung wie A hat. Schon diese sehr einfache Darstellung macht deutlich,
daB eine solche Approximation fiir kegelférmige Rader sinnvoll ist, aber fiir Rader mit
Verschleifiprofil weder ein quantitativ noch ein qualitativ richtiges Bild von A ergibt.
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Als Pendant zu Abb. 4.13 zeigt Abb. 4.14 auf S. 152 einige Niveaulinien des Abstands
zwischen Paraboloiden, die nach dem klassischen Hertzschen Kontaktmodell bestimmt
wurden (jeweils fiir alle Kontaktpunkte). Fiir ¢, = 9.10mm (linkes Diagramm) ergibt sich
eine Approximation von akzeptabler Genauigkeit. Fiir £, &~ 9.64 mm (rechtes Diagramm)
springt der Kontaktpunkt von sI &~ 2.4mm zu s} =~ —8.0mm und die Approximation
der Kontaktfliche springt von den Ellipsen um s (die sehr viel grofler als die reale
Kontaktfliche sind) zu den Ellipsen um s}, die die Kontaktfliche véllig unzureichend
beschreiben.

Wendet man das klassische Hertzsche Kontaktmodell auf den Kontakt einer Schiene
mit einem Rad mit Verschleifiprofil an, so ist der Modellfehler groB. Die Auswirkungen
dieses Modellfehlers auf die Genauigkeit der berechneten Reibungskrafte und auf die Simu-
lationsergebnisse insgesamt werden in der Literatur unterschiedlich bewertet. Knothe und
Le The schreiben z. B. 1983 .,[die Verwendung des klassischen Hertzschen Kontaktmodells]

. mag zulassig sein, solange man sich nur fiir das Bewegungsverhalten eines Radsatzes
oder eines ganzen Schienenfahrzeugs auf dem Gleis interessiert ([98]). Dagegen sollte
das 1990 von Pascal aufgestellt Benchmark—Problem aus Beispiel 30 belegen, dafi die
Laufdynamik von Schienenfahrzeugen falsch wiedergegeben werden kann, wenn man bei
der dynamischen Simulation das klassische Hertzsche Kontaktmodell einsetzt ([126]).

Simulationspakete verwendeten bis Ende der achtziger Jahre vorwiegend das klassi-
sche Hertzsche Kontaktmodell (auch fiir Réder mit Verschleifiprofil). Seitdem versucht
man auf vielfiltige Weise, die kompliziertere Kontaktgeometrie von Rad und Schiene zu
beriicksichtigen ohne den numerischen Aufwand zur Berechnung der Reibungskrifte zu
stark anwachsen zu lassen (vgl. z. B. [98], [127], [128]). Einen besonders einfachen Zu-
gang bietet das quasi-elastische Kontaktmodell: Wie im Starrkorperkontaktmodell nimmt
man an, dafl die Reibungskraft in einem einzelnen Punkt angreift. Statt des Kontakt-
punkts P = Py (s.) wird als Angriffspunkt von Zwangs- und Reibungskréften ein Punkt
P, (5) € € verwendet, wobei § in Anlehnung an (4.22) als gewichteter Mittelwert von s
entlang der Kurve € definiert ist:

. L L. ,
s= / s eXP(;Q(S;(]rCI’I)) ds / / exl’(;@('S;qrclv‘T)) ds . (4.24)
¢ ¢

Entsprechend wéhlt man zur Beschreibung der elastischen Deformation die Ebene &£ aus
Bemerkung 40 so, daB die Zwangskraft —G*)(¢)"A mit G®)(q) := éiqg(”)(q) in Norma-
lenrichtung zu & wirkt und P, (5) € £ gilt. Wie in Bemerkung 40 wird ein kartesisches
Koordinatensystem (£,.¢,,£.) so definiert, daB die {,- und die £,-Achse die Ebene &
aufspannen, Koordinatenursprung ist P, (3). In natiirlicher Weise ergibt sich aus (4.24)
eine Verallgemeinerung des Hertzschen Kontaktmodells: Die &- und die {,-Achse wer-
den so vorgegeben, daff die Radachse und damit auch die s-Achse des in Bemerkung 36
eingefithrten Koordinatensystems W parallel zur (¢,,£.)-Ebene liegen. Nun betrachtet
man Paraboloide der Form {(&,&,,6.)" ¢ €. = afl + BE] } mit gewissen o, 3 € R, d. h.
Paraboloide, deren Scheitel in P, () liegt, deren Achse mit der ¢.-Achse zusammenfallt
und deren Hauptkriitmmungsrichtungen durch die {,- und die £,-Achse gegeben sind. Die-
se Paraboloide sind durch Angabe ihrer Hauptkriimmungen im Scheitelpunkt, die mit
&0 ROV, KT und &Y bezeichnet seien, eindeutig bestimmt (#, ist die Kriimmung in

7
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.-Richtung, , diejenige in &,-Richtung, jeweils fiir , Wheel“ und ,,Rail*). Die Kriimmun-
g, fiy dicjenig y 8]

gen £ und &Y werden als gewichtete Mittelwerte der Kriimmungen der Radoberfliche
definiert:

W = [ Pl b)) ds | [ explCCs et ) ds

¢ ¢
ke (Py(s)) bezeichnet dabei die im Punkt P, (s) € € bestimmte Kritmmung der Radober-
fliche in &,-Richtung, entsprechend ist ky (P, (s)) die Kriimmung in {,-Richtung. Auch
fir £V und £ wird ein lings € berechneter gewichteter Mittelwert verwendet. Fiir
kz(.) und ky(.) sind dabei jedoch nicht die Kriimmungen der Radoberfliche in Py (s),
sondern die Kriimmungen der Gleisoberfliche in P, (P, (s)) einzusetzen (wiederum in &,-
und &,-Richtung).

Durch diese lokale Approximation der undeformierten Oberflichen von Rad und Schie-
ne durch Flachen 2. Ordnung wird der Abstand zwischen beiden Kérpern wie in (4.23)
durch eine in &, und ¢, quadratische Funktion angendhert. Die Kontaktfliche Q sowie
p(&,€,) und & kénnen analog zur klassischen Hertzschen Theorie bestimmt werden.
Lésungsansétze fiir das tangentiale Kontaktproblem, die auf dem klassischen Hertzschen
Kontaktmodell aufbauen, kann man direkt auf diese Verallgemeinerung iibertragen. So
ist es wie zuvor mdglich, die Reibungskrifte mit dem Programm FASTSIM von Kalker
schnell und zuverlassig zu berechnen.

Der entscheidende Vorteil des verallgemeinerten Hertzschen Kontaktmodells ist die
wesentlich bessere Approximation der Oberflichen von Rad und Schiene. Hierzu zeigt
Abb. 4.15 auf S. 152 wiederum die Niveaulinien des Abstands zwischen den Paraboloiden.
Legt man die Genauigkeit eines MKS Modells zu Grunde, so ergibt sich eine sehr gute
Approximation der Daten aus Abb. 4.13. Durch die Bildung der Mittelwerte langs €
wird insbesondere auch erreicht, daBf das verallgemeinerte Hertzsche Kontaktmodell in
Fallen, fiir die schon das klassische Modell zu zufriedenstellenden Ergebnissen fithrt, in
guter Ndherung mit dem klassischen Hertzschen Kontaktmodell iibereinstimmt (z. B. fiir
kegelformige Réder).

Ebenso wie andere Modelle fiir die Beschreibung des geometrischen Kontakts zwischen
Rad und Schiene 1a8t sich auch das quasi-elastische Kontaktmodell (4.22) mit verschie-
denen Modellen zur Berechnung der Reibungskréfte koppeln. In den Beispielen 31 und 32
werden die Reibungskrafte mit FASTSIM auf der Basis des verallgemeinerten Hertzschen
Kontaktmodells bestimmt. Zahlreiche Testrechnungen belegen, dafl das verallgemeinerte
Hertzsche Kontaktmodell im Rahmen der Genauigkeit eines MKS-Modells gut als Grund-
lage der Berechnung der Reibungskrifte geeignet ist, wenn die Kontaktfliche zwischen
Rad und Schiene einfach zusammenhéngend ist. Bei speziellen Fahrmandvern (z. B. im
Bogenlauf) ist es moglich, daf iiber einen langeren Zeitraum die Flanke und die Laufflache
eines Rades gleichzeitig in Kontakt mit dem Gleis kommen (sog. Mehrpunktkontakt). Fiir
eine Erweiterung des Kontaktmodells, die dieser Situation angepaBt ist, liegen ebenfalls
positive praktische Erfahrungen vor ([119]).

Bemerkung 42 Die Verwendung von Ellipsen zur Approximation der Kontaktfliche
stoft auf prinzipielle Schwierigkeiten, wenn nicht nur die Laufdynamik des Rad—Schiene—
Systems, sondern auflerdem auch der Verschleifl von Rad und Schiene im Kontaktbereich
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Abbildung 4.17: Bewegung eines starren Radsatzes mit Kegelrddern im Geradenlauf,
Vo =67.1ms™". Links: y = y(t), rechts: Héhenauslenkung —z fiir Starrkérperkontakt-
modell (4.9) (,,0“) und quasi-elastisches Kontaktmodell (4.22) mit v = 2-107° (,+%).

Tabelle 4.1: Numerischer Aufwand in Beispiel 31 (NSTEP: Zahl der Integrationsschritte,
NFUNC: Zahl der Funktionsaufrufe, NREP: Zahl der Schrittwiederholungen).

NSTEP NFUNC NREP

Starrkorperkontaktmodell 796 1794 75
quasi-elastisches Modell 794 1811 81

simuliert werden soll. Hierzu ist die tatsichliche (nicht-elliptische) Gestalt der in Abb.
4.13 angedeuteten Kontaktflache zu beriicksichtigen, der Rechenaufwand wachst dadurch
stark an (vgl. z. B. [97], [102]).

Zwei Simulationsbeispiele sollen am Ende dieses Abschnitts verdeutlichen, daf} das
quasi-elastische Kontaktmodell tatsachlich das fiir kegelférmige Réder bewéhrte Starr-
kérperkontaktmodell so verallgemeinert, dafl es zur dynamischen Simulation von Rad
Schiene Systemen auch dann geeignet ist, wenn die Rader ein Verschleifiprofil haben.

Beispiel 31 Zunichst wird fiir den starren Radsatz mit Kegelrddern aus Beispiel 27
das Starrkorperkontaktmodell (4.9) (mit klassischem Hertzschen Kontaktmodell zur Be-
rechnung der Reibungskréfte) verglichen mit dem quasi-elastischen Kontaktmodell (4.22)
(Berechnung der Reibungskréfte nach dem verallgemeinerten Hertzschen Kontaktmodell
mit »=2-107%).

Tab. 4.1 zeigt fiir das in Beispiel 27 beschriebene Fahrmandver ,,Grenzzyklus® den nume-
rischen Aufwand fiir beide Modelle bei Integration der GGL-Formulierung der Modell-

gleichungen mit ODASSL ( TOL = 10~ fiir ¢, s, ¢ und TOL = 1072 fiir \)'. Die Zahl

!Der Autor dankt Herrn Dipl.-Ing. H. Netter (Oberpfaffenhofen) fiir die Bereitstellung der FORTRAN
Quelltexte eines Radsatzmodells, auf deren Grundlage das quasi-elastische Kontaktmodell implementiert
und getestet werden konnte.
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der Integrationsschritte und der Funktionsaufrufe ist fiir beide Modelle nahezu gleich. Die
geringe Zahl von Schrittwiederholungen unterstreicht, daf fiir kegelférmige Réader beide
Modelle auf glatte Zwangsbedingungen fithren. Die Rechenzeit fiir das quasi-elastische
Modell wird im wesentlichen dadurch bestimmt, wie die Kurvenintegrale in (4.22) und
(4.24) wahrend der Integration ausgewertet werden (vgl. Abschnitt 4.4).

Bis auf die Hohenauslenkung —z fallen die Simulationsergebnisse fiir beide Modelle im
Rahmen der vorgegebenen Genauigkeit zusammen. Abb. 4.17 zeigt hierzu links die mit
dem quasi-elastischen Kontaktmodell berechnete Seitenauslenkung y des Radsatzes (vgl.
Abb. 4.4 links). Im rechten Diagramm wird fiir beide Modelle die Hohenauslenkung —z des
Radsatzes angegeben. Die mit dem quasi-elastischen Kontaktmodell berechneten Werte
entsprechen dabei etwa einer elastischen Anniherung 6*) & 60.0 ym .

Beispiel 32 Abb. 4.18 zeigt Simulationsergebnisse fiir die Anwendung des quasi-elasti-
schen Kontaktmodells auf das in Beispiel 30 beschriebene Benchmark Problem von Pas-
cal. Zundchst wird der Radsatz durch die seitliche Fiihrungskraft £, weit nach rechts
verschoben. Kurzzeitig kommt die Flanke des rechten Rades in Kontakt mit dem Gleis.
Dabei bleibt die Kontaktflache jedoch einfach zusammenhéangend, das verallgemeinerte
Hertzsche Kontaktmodell kann angewendet werden.

Im Unterschied zu den unbefriedigenden Simulationsergebnissen fiir das Starrkoérper-
kontaktmodell (Abb. 4.9) wird die Anndherung der Losung an die quasi-stationdre Lage
bei Anwendung des quasi-elastischen Kontaktmodells qualitativ richtig berechnet. In [119]
betrachtet Netter dieses Benchmark—Problem fiir verschiedene Reibungskoeffizienten fi.
Die mit dem quasi-elastischen Kontaktmodell ermittelten Simulationsergebnisse sind da-
bei in guter Ubereinstimmung mit der von Pascal angegebenen Referenzlésung ([126]).

Seitenauslenkung des Radsatzes Zwangskraft (rechtes Rad)
100
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0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
t [s] t [s]

Abbildung 4.18: Starrer Radsatz im Geradenlauf: Anwendung des quasi-elastischen Kon-
taktmodells auf ein Benchmark Problem nach Pascal ([126]).




160 4. Dynamische Simulation von Mehrkérpersystemen

4.4 Zur Implementierung des quasi-elastischen Kon-
taktmodells im Simulationspaket SIMPACK

Das quasi-elastische Kontaktmodell beschreibt den Kontakt zwischen Rad und Schie-
ne mit einer Genauigkeit, die fiir einen grofien Anwendungsbereich ausreichend ist. Fiir
Réader mit Verschleifiprofil vermeidet das quasi-elastische Kontaktmodell sowohl die fiir
das Starrkorperkontaktmodell typischen Singularititen im DA-System als auch die fiir
rein elastische Kontaktmodelle charakteristischen Schwierigkeiten bei der numerischen
Lésung der Modellgleichungen.

In diesem Abschnitt soll am Beispiel des MKS—Simulationspakets SIMPACK gezeigt
werden, wie das quasi-elastische Kontaktmodell zur dynamischen Simulation von Schienen-
fahrzeugen eingesetzt werden kann. Dabei konzentrieren wir uns inshesondere auf die
Auswertung der Funktionswerte in der Kontaktbedingung (4.22) und in (4.24).

Simulationspakete fiir mechanische Mehrkorpersysteme

Zur computergestiitzten Generierung der MKS-Modellgleichungen (4.4) wurden zahl-
reiche Mehrkoérperformalismen entwickelt (vgl. z. B. [141]). Entsprechend grof ist die
Zahl der verfiigharen MKS—Simulationspakete. Die Simulationspakete unterscheiden sich
u. a. hinsichtlich ihres potentiellen Anwendungsbereichs (z. B. Robotik, StraBenfahr-
zeugbau, Schienenfahrzeuge), hinsichtlich der Benutzerfithrung (z. B. Pre- und Post-
Processing, Erstellung des MKS—Modells) und insbesondere auch hinsichtlich der Qua-
litdt der verwendeten numerischen Verfahren. Im folgenden beschrinken wir uns auf das
MKS-Simulationspaket SIMPACK, das in den vergangenen Jahren von der SIMPACK

Arbeitsgruppe innerhalb der Abteilung Fahrzeugsystemdynamik des Instituts fiir Robo-
tik und Systemdynamik der DLR (Oberpfaffenhofen) um eine sog. ,vollstindige Rad-
Schiene-Funktionalitat* erweitert wurde ([142]). Damit wurde die Analyse der Laufdyna-
mik von Rad—Schiene-Systemen zu einem der wesentlichen Anwendungsgebiete von SIM-
PACK.

Ein Vergleich von SIMPACK mit anderen Simulationspaketen, die dhnliche Anwen-
dungsmoglichkeiten bieten, ist nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Hervorgehoben
sei lediglich, daf SIMPACK moderne Integrationssoftware (u. a. DASSL, RADAU5) zur
numerischen Lésung der Modellgleichungen in Deskriptorform (4.4) einsetzt (andere Simu-
lationspakete verwenden z. T. noch heute Losungsverfahren ohne Fehlerkontrolle und /
oder ohne Schrittweitensteuerung). Dariiberhinaus steht in SIMPACK mit dem in Ab-
schnitt 3.1 besprochenen Integrator ODASSL von Fiihrer ([66]) eine Modifikation von
DASSL zur Verfiigung, die speziell der Struktur der MKS Modellgleichungen angepaft
ist. Effiziente numerische Losungsverfahren sind ein wesentlicher Baustein des Simula-
tionspakets. Mindestens ebenso wichtig sind

o Programmbausteine, die den Anwender beim schnellen und fehlerfreien Aufstellen
des MKS-Modells unterstiitzen (Pre-Processing),

e Programmbausteine zur Analyse der Simulationsergebnisse (Post-Processing) und
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e Schnittstellen zu anderen Programmpaketen (z. B. fiir Modellstrukturen zur compu-
tergestiitzten Konstruktion (CAD), zum computergestiitzten Reglerentwurf (CACE)
und zur Verwendung von Finite-Elemente-Diskretisierungen (FEM) in der Festig-
keitsberechnung).

Grundlage des Modellaufbaus in SIMPACK ist ein streng modulares Konzept, d. h.,
MKS-Modelle werden unter Verwendung von Modellbibliotheken aus einfachen Substruk-
turen aufgebaut. Fiir Schienenfahrzeuge ist eine solche Substruktur z. B. der Kontakt
eines einzelnen Rades mit einer Schiene. Wahrend der menii-gefiihrten Eingabe und De-
finition der geometrischen und physikalischen Parameter des MKS-Modells werden im
Pre-Processing zahlreiche Eingabedaten graphisch veranschaulicht (,Modellkontrolle®).
Allein schon die Vorgabe der Schienengeometrie kann (z. B. bei einer Weichenfahrt oder
bei der Beriicksichtigung von gemessenen Gleislagefehlern) sehr aufwendig sein und erfor-
dert ggf. mehrere Megabyte Speicherplatz. Zur Analyse der Simulationsergebnisse bietet
SIMPACK vielféltige Moglichkeiten fiir die automatisierte Variation von Systemparame-
tern und fiir die statistische Auswertung der Simulationsergebnisse (,, Bewertungsfilter).
Damit wird es auch moglich, von der Analyse des MKS Modells zur Systemauslegung,
d. h. zur Optimierung von Systemparametern, iiberzugehen.

Aus diesen charakteristischen Merkmalen eines MKS—Simulationspakets ergeben sich
Anforderungen an die Modellierung und an die Verfahren zur numerischen Losung der
MKS-Modellgleichungen, die weit {iber die in den Beispielen 27 und 32 betrachtete Simu-
lation eines starren Radsatzes auf einem geraden Gleis hinausgehen. Das Modell fiir den
Rad—Schiene-Kontakt muB sowohl fiir fahrwegabhéngige Profile (z. B. Weichenfahrt) als
auch fiir neuartige Konstruktionsansitze (z. B. Losradsétze, schlupfgeregelte Radsitze,
gelenkte Einzelrdder) uneingeschriinkt einsetzbar sein. Dies gab die Motivation fiir die in
Abschnitt 4.3 besprochene Entwicklung des quasi-elastischen Kontaktmodells.

Die Software zur Integration der Modellgleichungen mufy zuverlassig funktionieren und
robust sein gegeniiber fehlerhaften Eingabedaten und gegeniiber Modellkomponenten, die
die in theoretischen Untersuchungen (vgl. z. B. Kapitel 3) iiblichen Glattheitsvoraus-
setzungen nicht erfiillen. Wegen der grofien Anzahl zu lésender Anfangswertprobleme
fiitr MKS—-Modellgleichungen ist die effiziente numerische Losung aulerordentlich wichtig.
Typische Vereinfachungen der Modellstruktur bei haufig wiederkehrenden Simulations-
aufgaben miissen unbedingt zur Beschleunigung der numerischen Integration ausgenutzt
werden. Beispiele sind

o die kleinere Zahl der Freiheitsgrade bei starrer Kopplung der Réder eines Radsatzes
(Entwicklung des ,schnellen Radsatzelements® in SIMPACK [142]) und

e Gleise mit einem Profil, das langs des Fahrwegs unverandert bleibt (dann ist A
in (4.8) von z unabhingig und die Kontaktbedingung (4.22) kann wie nachfolgend
beschrieben durch eine sehr schnell auszuwertende Approximation ersetzt werden).

Im Zusammenhang mit Kapitel 3 sei erwahnt, dal SIMPACK bisher ebenso wie an-
dere Simulationspakete die MKS Modellgleichungen in einer Form generiert, in der die
einzelnen Funktionen M(q), f(g,¢, A.t) und G(g¢,t) in (4.4) nicht separat, sondern nur ge-
meinsam ausgewertet werden kénnen (meist in Form des Residuums M(q)§ — f(q,¢, A, t)
+ G"(g,t)A ). Fiir Modellgleichungen in Deskriptorform schrinkt das derzeit die Men-
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ge der sinnvoll verwendbaren Integratoren auf implizite Verfahren wie DASSL, ODASSL
oder RADAUS ein. Die partitionierten Verfahren aus Kapitel 3, fiir deren effiziente Imple-
mentierung die Ausnutzung der Struktur der MKS-Modellgleichungen (4.4) entscheidend
ist (vgl. Abschnitt 3.3.2), erfordern innerhalb des Mehrkérperformalismus Eingriffe in die
Algorithmen, nach denen die Modellgleichungen automatisch generiert werden. Derartige
Verdnderungen am Mehrkérperformalismus sind nicht trivial, sie sind — nicht nur fiir

SIMPACK — Gegenstand der aktuellen Forschung ([67]).

Implementierung des quasi-elastischen Kontaktmodells

Stellt man die Modellgleichungen wie in [148] und [120] von Hand auf, so ist es ins-
besondere aufwendig, anzugeben, wie die relative Lage ¢, des Rades zur Schiene aus
den MKS—-Koordinaten ¢ bestimmt wird (zumal auch 3%%01((1) benotigt wird). In SIM-
PACK sind diese Koordinatentransformationen Teil der computergestiitzten Generierung
der Modellgleichungen, so daB zu gegebenem ¢ die in der Kontaktbedingung (4.22) des
quasi-elastischen Kontaktmodells verwendete Funktion ¢,.(¢) einschlieBlich ihrer partiel-
len Ableitungen unmittelbar zur Verfiigung steht.

Bei der Implementierung von (4.22) konzentrieren wir uns im folgenden auf die Dis-
kretisierung der Kurvenintegrale ([25]). Aus Griinden des Rechenaufwandes ist es nicht
mbglich, bei jeder Auswertung der Kontaktbedingung (4.22) die Kurvenintegrale so genau
zu berechnen, dafl der Fehler gegeniiber der dem Integrator vorgegebenen Toleranz ver-
nachlassigbar klein bleibt. Statt dessen ersetzen wir die Kontaktbedingung (4.22) durch
eine Diskretisierung, die ebenso wie (4.22) die beiden wesentlichen Kriterien fiir ein quasi-
elastisches Kontaktmodell erfiillt (Definition einer hinreichend oft stetig differenzierbaren
Kontaktbedingung, wobei —¢,, fiir konsistente Lagekoordinaten ¢.. nur wenig von der
durch ein rein elastisches Kontaktmodell definierten Héhenauslenkung abweicht).

Hierzu sei {s; : ¢ =0,1,...,N} ein Gitter mit s=s9<s1<...<sy=3 und

hi = s;—s;_1,(i =1,...,N).In der Kontaktbedingung (4.22) wird smax(*) ersetzt durch
1 - 1

smax“ (s o) = vin (= P e Qg e))  (129)
s€[s.3] s—s Py v

(vgl. (4.21)). Entscheidend ist, daB das Gitter {s;} wahrend der gesamten Simulation
fixiert bleibt, so daB der beim Ubergang von (4.21) zu (4.25) entstehende Diskretisierungs-
fehler hinreichend oft stetig differenzierbar beziiglich ¢, und 2 ist.

Aus Sicht des Rechenaufwandes sollte N in (4.25) moglichst klein sein. Wahlt man
jedoch N zu klein, so kann die Kontaktbedingung (4.22) mit (4.25) u. U. die Hohen-
auslenkung —¢,, so definieren, dafl die Abweichung zum rein elastischen Kontaktmodell
inakzeptabel grofl wird. Ursache ist, daB sma‘_\'(su’h)f fiir v — 0 nicht wie smax\")¢ gegen
max { ((8; qrep, ) : s < s <35}, sondern gegen max{((s;; ¢l ) : i=1,...,N} kon-
vergiert ([63]).

Beispiel 33 Nach Bemerkung 36 hingt ¢ von s, &, ¢, ¥ und z ab (vgl. (4.9)). Als stark
vereinfachtes Beispiel sei die Funktion ((s;qpep, @) :== —(s — &,)? fiir s € [0,4] gegeben.

Ist &, €10,4], so konvergiert snlax(s")C fir v — 0 gegen max, ((s; g, z) =0. Der
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Abbildung 4.19: smaxgy)g und sma‘xg"’h)g‘ fiir ((s3qpel, ) := —(s — &,)?, vgl. Beispiel 33.

Grenzwert von smax(sy'h)( fir v — 0 ist dagegen max; ((si; qrel, ¥)= — min;(s; — &,)? .
Abb. 4.19 zeigt fiir d4quidistante Gitter mit N =5 (links) bzw. mit N =7 (rechts) die

Funktionen ((si; qel, ), (i =0,1,...,N) als Funktionen von &, (diinne durchgezogene
(v)

Linien, dargestellt ist der Ausschnitt ¢, € [1,3] ). Die Grenzwerte von smax, ¢ und
smax(f’h)(: fiir » — 0 werden durch die gepunktete Linie bzw. durch die fette durchgezo-

gene Linie angedeutet. SchlieBlich zeigen die gestrichelten Linien smaxgu‘h)c fir v =0.1,
v =0.25 und v =0.5 (von oben nach unten).

Dieses einfache Beispiel zeigt anschaulich, daB fiir kleine Werte von v eine zu grobe Dis-
kretisierung in (4.25) zu kiinstlichen Oszillationen in der Kontaktbedingung fithren kann.
Zu gegebenem v ergibt sich dagegen fiir hinreichend grofies N eine Funktion smaxgu'h)c ,
die fiir die Verwendung in der Kontaktbedingung (4.22) sehr gut geeignet ist.

In praxi ist ¥ um mehrere Grofenordnungen kleiner als in Abb. 4.19, und N wird
in Abhéangigkeit von v bestimmt. Das Gitter {s;} wird auf der Lauffliche des Rades
grober und auf der Flanke feiner gewéhlt. Fiir die Profile UIC60-ORE (Gleis) und 51002
(Rad) und » =2-107" hat sich ein Gitter mit h; &~ 0.5mm auf der Lauffliche und
hi = 0.2mm auf der Flanke in zahlreichen Testrechnungen bewihrt, hierzu sind N = 200
Auswertungen von ¢ in (4.25) erforderlich.

Bei jedem Funktionsaufruf wihrend der numerischen Integration der Modellgleichun-
gen (4.4) sind also fiir jedes Rad etwa 200 Aufrufe der Abstandsfunktion erforderlich. Ge-
geniiber dem Starrkérperkontaktmodell erscheint dieser Aufwand auflerordentlich grof.
Fiir Réader mit Verschleifiprofil entsteht jedoch wnabhdngig von der verwendeten Kon-
taktbedingung ein wesentlich hoherer numerischer Aufwand als fiir kegelférmige Réder,
weil das klassische Hertzsche Kontaktmodell nicht anwendbar ist (vgl. Abschnitt 4.3).
Bei der Berechnung der Reibungskréfte ist deshalb zur ndherungsweisen Bestimmung der
Kontaktflaiche und der Normaldruckverteilung innerhalb der Kontaktfliche in jedem Fall
die Auswertung der Abstandsfunktion A(s; qel, @) = —&w — ((8; qrel,¢) fiir zahlreiche
Punkte der Radoberfliche erforderlich (vgl. z. B. [98], [102]). Im quasi-elastischen Kon-
taktmodell mit (4.25) werden diese Funktionswerte von ¢ gleichzeitig zur Definition einer
hinreichend oft differenzierbaren Zwangsbedingung verwendet.

Fiir das quasi-elastische Kontaktmodell basiert die Berechnung der Reibungskrafte auf
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dem verallgemeinerten Hertzschen Kontaktmodell aus Abschnitt 4.3, wobei die Kurven-
integrale zur Berechnung der gewichteten Mittelwerte 3, £{), ("),
(4.25) diskretisiert werden.

Vergleicht man diese Implementierung des quasi-elastischen Kontaktmodells mit dem
traditionell verwendeten Starrkorperkontaktmodell, so ergibt sich fiir Rdder mit Ver-

schleifiprofil eine Regularisierung der Bewegungsgleichungen, die wdhrend der dynami-

(R) (R .
K, &Y analog zu

schen Simulation vorgenommen wird (on-line-Regularisierung). Statt dessen ist es zur Ver-
ringerung des numerischen Aufwands fiir die dynamische Simulation vorteilhaft, wahrend
der dynamischen Simulation eine Approximation o(¢ye,2) von smaxgy’h)g(s; Grel, T) ZU
verwenden, die schneller ausgewertet werden kann. Bei der Auswahl und der Bestimmung
von o sind viele Details zu beachten, die die Besonderheiten der Geometrie der Oberflachen
von Rad und Schiene beriicksichtigen. In [26] werden die Einzelheiten der Losungsansitze
und der effizienten Berechnung einer Approximation des quasi-elastischen Kontaktmodells
ausfithrlich diskutiert.

Aus Sicht der Zeitintegration — die hier im Vordergrund stehen soll — ist wesentlich,

e daBl der Approximationsfehler o (g, ) — smax{"")

ist,

C(8; qrel, x) hinreichend klein

o daB o hinreichend oft stetig differenzierbar ist,

o daB o zu gegebenen Profilen von Rad und Schiene zuverléssig und schnell berechnet
werden kann und

o daB o(gpel, *) zu gegebenen g und z (sehr) schnell ausgewertet werden kann.

(v.h)

Da ¢ und damit auch smax; ¢ von den drei relativen Lagekoordinaten &,, ¢ und @
abhéngt (vgl. Bemerkung 36), ergibt sich im allgemeinen Fall ein vierdimensionales Appro-
ximationsproblem o = o(&,, ¢, 1, x) . Praktisch brauchbare Approximationen sind des-
halb nur in Spezialfdllen moglich. Prinzipiell beschrankt man sich fiir die Approximation
auf Rad-Schiene-Systeme, fiir die das Gleisprofil entlang des Fahlwegs unverandert bleibt.
Dann ist die Profilfunktion G/(v;x) und damit auch ¢ und smaxy” g von z unabhéngig,
d. h. 0 =0(, ). Entscheidend ist die Abhangigkeit von &, und ¢, dagegen kann
die Abhéngigkeit von ¢ in guter Nadherung durch quadratische Interpolation beschrieben
werden:
060 ) 1= 06 ,0) + (/0 (0(rr 21 10) — 7(60r9,0) (4.26)
(aus Symmetriegriinden ist o beziiglich 1 eine gerade Funktion). In (4.26) wird die Stiitz-
stelle vy geeignet gewahlt, z. B. g = 3°.
Fiir die Funktion o(&,, ¢, 0) verwenden wir einen auf einem Rechteckgitter definierten
polynomialen 2D-Tensorproduktspline. Die Splinekoeffizienten werden so bestimmt, dafl
o ein diskretes Analogon des Funktionals

& [P 2
/ / w(g,w)(a(g,,,f,a,o) - smaXE”'h’C(&m%O)) depdé, + -
¢, (4.27)

g, 9o )
/ / 062 517#97 )) +‘-‘/11/12(a€o (€ 503 +/’L2(a 2(517#97 ))2) (li,’)(lfl-
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minimiert. Dieses Funktional kombiniert eine gewichtete kleinste-Quadrate Approxima-
tion von smax,(;"’h)c mit einer Verallgemeinerung des Thin—-Plate-Funktionals zur Glat-
tung des approximierenden Splines o. Dabei sind w(£,, ¢), 1 und p, geeignete Gewichte.
Wihlt man eine B-Spline Darstellung von o(&,,¢,0), so fithrt die Berechnung von o
auf ein sehr grofies schwach besetztes iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem. Hierfiir
wurden Losungsalgorithmen, die die Besetztheitsstruktur der Koeffizientenmatrix aus-
nutzen, entwickelt und als FORTRAN-Programm WRSPL (,Wheel-Rail-SPLine“) im-
plementiert. Damit kann der approximierende Spline auch dann effizient und numerisch
stabil berechnet werden, wenn der Splinegrad hoch ist und ein feines Gitter zur Definition
des Tensorproduktsplines gewahlt wurde. Durch Parallelisierung auf einem Workstation
Cluster 1a8t sich die Berechnung der Splinekoeffizienten zuséatzlich beschleunigen. Fiir die
Details des sequentiellen und des parallelisierten Lésungsalgorithmus sei auf [24] und [26]
verwiesen.

Auf gleiche Weise bestimmt man o(¢,, ¢, o) in (4.26). Analog zur Approximation
der Kontaktbedingung werden auch die Eingabedaten des Reibgesetzes (3, &V, fc(yw),
£, k() durch derartige Linearkombinationen von approximierenden Tensorprodulkt-
splines ersetzt. Die Berechnung der Splinekoeffizienten erfolgt vor Beginn der dynami-
schen Simulation (off-line-Regularisierung). Im MKS Simulationspaket SIMPACK ist die
Berechnung der Splinekoeffizienten Teil des Pre-Processings, die Koeffizienten werden in
Tabellen abgespeichert und stehen wahrend der Simulation zur Auswertung der Spline-
funktionen zur Verfiigung. Dabei ist die Berechnung dieser Tabellen nicht fiir jeden neuen
Simulationslauf, sondern erst bei Anderung der Profilfunktionen F(s) und Gi(v) erforder-
lich, da o allein durch das Rad- und das Gleisprofil bestimmt wird.

Beispiel 34 Approximiert man die in Abb. 4.16 auf S. 154 dargestellte Hohenauslenkung
¢, = smax(s”‘h)C(s: Qrels T)

eines Rades (Verschleifprofil S1002) iiber einem Gleis (Profil UIC60 ORE) durch einen
Tensorproduktspline auf einem Gitter aus 20 x 10 Rechtecken, so fallt der approximie-
rende Spline optisch mit der zu approximierenden Funktion, die in Abb. 4.16 durch ,,+
markiert ist, zusammen.

Abb. 4.20 auf S. 166 zeigt die entsprechenden Ergebnisse fiir den Angriffspunkt der
Zwangskraft, d. h. den Kontaktpunkt s, des Starrkérperkontaktmodells (,,-=“), den An-
griffspunkt 5 der Zwangskraft im quasi-elastischen Kontaktmodell (,—*) und dessen
Splineapproximation (,,- - -“). Mit den Markierungen ,,0“ werden die Kontaktpunktspriinge
im Starrkérperkontaktmodell angedeutet (vgl. auch Abb. 4.6). Im quasi-elastischen Kon-
taktmodell hangt sowohl der nach (4.24) bestimmte Punkt § als auch der ihn approximie-

rende Spline stetig von ¢, ab. Der relativ groBe Approximationsfehler bleibt noch in der

Grofenordnung des Modellfehlers des MKS—Modells.

Bemerkung 43 a) Die polynomiale Tensorproduktspline-Approximation erwies sich als
besonders geeignet, weil das Approximationsproblem auf ein lineares Gleichungssystem
zur Bestimmung der Splinekoeffizienten fithrt. Ein weiterer Vorteil gegeniiber komplizier-
teren Ansatzfunktionen ist, dal im Simulationspaket nur die Tabellen der Splinekoeffi-
zienten und keine komplizierteren oder iibermifig groBen Datenmengen verwaltet werden
miissen.
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Angriffspunkt der Zwangskraft
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Abbildung 4.20: Kontaktpunkt s. im Starrkérperkontaktmodell (,-=“) und Angriffs-
punkt 5 der Zwangskraft im quasi-elastischen Kontaktmodell mit v =2 107° (,, ) sowie
Splineapproximation (,,- - -“). Gleisprofil UIC60-ORE, Radprofil 51002. ¢ = 0.025, v = 0.

b) Bekannte Nachteile von polynomialen Splines sind nicht nur die Unstetigkeiten in den
hoheren Ableitungen der Splinefunktion, sondern aufierdem kiinstliche Oszillationen in
den Splinefunktionen bei der Approximation von sehr stark verdnderlichen oder unste-
tigen Funktionen. Zur Vermeidung solcher Oszillationen wurde in (4.27) der Glattungs-
term mit positiven Gewichten gy und gy angefiigt. Generell werden Splines hoher Ord-
nung verwendet (stiickweise Polynome (k + 2)-ten Grades fiir die Terme, die in (4.4)
Teil der Zwangsbedingung g¢(¢) =0 sind, und stiickweise Polynome k-ten Grades fiir
die Eingabedaten des Reibgesetzes, die in (4.4) Teil der Krafte f(q, ¢, A, t) sind). Wie in
vielen anderen technischen Anwendungen enthalten auch die Modellgleichungen fiir Rad-
Schiene—Systeme Terme, die nur stetig, aber nicht differenzierbar sind. So wird z. B. in
FASTSIM die Grofle der Kontaktellipse durch lineare Interpolation zwischen tabellierten
Daten bestimmt. Deshalb haben schon fiir & > 2 die Unstetigkeiten in den Ableitungen
der Splinefunktionen nur geringen Einflufl auf die Schrittweiten- und Ordnungssteuerung
des Integrators (vgl. hierzu auch die Tabellen 4.2 und 4.3).

c) Die Approximation von Kontaktbedingungen wird in verschiedenen Rad—Schiene—Simu-
lationspaketen verwendet. Bei groben Genauigkeitsforderungen kann eine solche Appro-
ximation selbst dann zufriedenstellende Simulationsergebnisse liefern, wenn das Starr-
kérperkontaktmodell verwendet wird, denn bereits die Approximation der nur stiickweise
differenzierbaren Kontaktbedingung (4.9) durch eine glatte Funktion (g, z) wirkt als
Regularisierung ([11]). Wegen des Modellfehlers des Starrkérperkontaktmodells bleibt je-
doch der Gesamtfehler (= Modellfehler + Approximationsfehler) stets relativ grof, wenn
die Réder ein Verschleiiprofil haben. Auflerdem bleibt diese Art der Regularisierung auf
Anwendungen beschrénkt, in denen ein solches & angegeben werden kann. Vor allem der
Fall fahrwegabhéangiger Gleisprofile ist hierbei problematisch, weil & dann von 4 Gréfen
(&, @, ¥, x) abhéngt. Aus den genannten Griinden sind das quasi-elastische Kontakt-
modell und seine Approximation diesem traditionellen Ansatz klar iiberlegen.
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Die dynamische Simulation von Rad—Schiene—Systemen auf der Grundlage des
quasi-elastischen Kontaktmodells

Sowohl fiir die einfachen Testbeispiele aus den Abschnitten 4.1, 4.2 und 4.3 als auch
fiir die Anwendung von SIMPACK auf umfangreichere MKS-Modelle fiir Rad—Schiene—
Systeme wurde die Approximation der Kontaktbedingungen und der Eingabeparameter
des Reibgesetzes intensiv getestet. Ahnlich wie bei der Diskretisierung der Kurveninte-
grale in (4.22) ist es auch bei der Approximation weder praktikabel noch sinnvoll, einen
Approximationsfehler zu erreichen, der kleiner ist als die dem Integrator vorgegebene
Fehlerschranke. Statt dessen werden Splinegrad und Splinegitter so gewéhlt, daB der
Approximationsfehler klein bleibt gegeniiber dem Modellfehler des MKS Modells ([26]).

Beispiel 35 On-line- und off-line-Regularisierung sollen hier an Hand der Beispiele 31
und 32 verglichen werden. Dabei wird den Tensorproduktsplines ein Gitter mit 31 Knoten
in &,- und 21 Knoten in g-Richtung vorgegeben. Die starken Anderungen der Daten in
der Nihe der Singularitaten des Starrkorperkontaktmodells beriicksichtigt man fiir Rader
mit Verschleifiprofil durch Vorgabe kleiner Gewichte w(¢,, ¢) und durch ein feineres Gitter
in diesen Bereichen ([26]). Zur Approximation von smax?" werden bi-quartische Splines
verwendet ( iy = pg = 107% in (4.27)), zur Approximation von 3, k(") f;(yw‘, KT und £
dagegen bi-quadratische Splines (y1; = po = 107%), im gréften Teil des Definitionsbereichs
von o gilt dabel w(é,, ) =1.

Mit diesen approximierenden Splines erhdlt man sowohl in Beispiel 31 als auch in Bei-
spiel 32 nahezu identische Trajektorien fiir on-line- und off-line-Regularisierung. Dagegen
ergaben sich drastische Unterschiede im numerischen Aufwand. Die Tabellen 4.2 und 4.3
zeigen die Ergebnisse fiir den Integrator ODASSL bei Anwendung auf die Gear-Gupta—
Leimkuhler Formulierung der Modellgleichungen. Dabei wurden fiir Beispiel 31, das we-
gen der Kegelrader schon mit dem Starrkdrperkontaktmodell zufriedenstellend gelost wer-
den konnte, zum Vergleich auch die Resultate fiir die in Abschnitt 4.1 besprochene Im-
plementierung des Starrkérperkontaktmodells angegeben. Sowohl die Zahl der Integra-
tionsschritte (NSTEP) und der Funktionsaufrufe (NFUNC) als auch die Zahl der Schritt-
wiederholungen (NREP) bleibt beim Ubergang zum quasi-elastischen Kontaktmodell na-
hezu unverdndert, wobei die Unterschiede zwischen on-line- und off-line-Regularisierung
vernachlédssigbar sind. Die zur Simulation erforderliche Rechenzeit wird deshalb im we-
sentlichen vom numerischen Aufwand pro Funktionsaufruf bestimmt (Rechenzeitangaben
in Tab. 4.2 und 4.3 fiir eine SUN Sparch Workstation). Fiir die off-line-Regularisierung
(Splineapproximation) ergibt sich je nach Beispiel eine Rechenzeitersparnis zwischen 80%
und 90%. Durch die Kombination des quasi-elastischen Kontaktmodells mit der Spline-
approximation erreicht man nahezu die kleinen Rechenzeiten des Starrkdrperkontakt-

modells (Tab. 4.2).

Fiir MKS—Simulationspakete bietet das quasi-elastische Kontaktmodell daher eine
sinnvolle Erweiterung des traditionell verwendeten Starrkérperkontaktmodells auf Rad
Schiene-Systeme, deren Réader Verschleifiprofil haben. In SIMPACK wird dabei so weit
wie moglich (d. h. fiir fahrwegunabhéngige Gleisprofile) auf die off-line-Regularisierung,
d. h. auf eine Splineapproximation der Kontaktbedingungen, zuriickgegriffen. Wegen der
enormen Rechenzeit bleibt die on-line-Regularisierung der Kontaktbedingungen auf Fahr-
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Tabelle 4.2: Numerischer Aufwand in den Beispielen 27 und 31 (NSTEP: Zahl der Integra-
tionsschritte, NFUNC: Zahl der Funktionsaufrufe, NREP: Zahl der Schrittwiederholun-
gen). TOL = 107° fiir ¢, s, ¢ und TOL = 1072 fiir A (vgl. auch Tab. 4.1).

NSTEP NFUNC NREP Rechenzeit
Starrkdrperkontaktmodell 796 1794 75 12.3s
on-line-Regularisierung 794 1811 81 141.0s
off-line-Regularisierung 840 1864 69 24.7s

Tabelle 4.3: Numerischer Aufwand in Beispiel 32 (NSTEP: Zahl der Integrations-
schritte, NFUNC: Zahl der Funktionsaufrufe, NREP: Zahl der Schrittwiederholungen).
TOL = 107° fiir ¢, ¢ und TOL = 1072 fiir \.

NSTEP NFUNC NREP Rechenzeit
on-line-Regularisierung | 2715 5780 71 621.3s
off-line-Regularisierung | 2671 5760 109 65.4s

manoéver beschrankt, fiir die sich das Gleisprofil mit dem Fahrweg dndert. In beiden Féllen
steht zur Berechnung der Reibungskrifte nicht nur die Kombination des hier besprochenen
verallgemeinerten Hertzschen Kontaktmodells mit dem Programm FASTSIM von Kalker
zur Verfiigung, sondern auBlerdem auch verschiedene andere Modelle, die teilweise aus der
Literatur bekannt sind, z. T. aber auch neu entwickelt bzw. neu implementiert wurden
([97], [119], [142]).

Die Entwicklung und Implementierung des Modells fiir den Rad-Schiene—Kontakt ist
ein wesentlicher Bestandteil der Entwicklung von Simulationssoftware fiir Rad Schiene
Systeme. Daneben treten jedoch schon fiir einfache Testbeispiele (Radséatze, Drehgestelle)
weitere Probleme auf, deren Modellierung und numerische Behandlung nicht trivial sind.
Als Beispiele seien erwéahnt:

1. Berechnung konsistenter Anfangswerte. Hierzu kénnen die in Abschnitt 3.3.2 bespro-
chenen Projektionen (3.86) und (3.87) verwendet werden (vgl. [144, Algorithmus 4.1]
und speziell fiir Rad-Schiene-Systeme auch [120]). Simeon et al. entwickelten ein an
die Struktur der MKS-Modellgleichungen (4.4) angepaftes Homotopieverfahren, mit
dem in (3.86) auch dann konsistente Lagekoordinaten ¢ berechnet werden kénnen,
wenn kein ausreichend genauer Startwert ¢ zur Verfiigung steht ([148, Abschnitte
5.2 und 6.2]).

2. Flankenanlauf. Kommt die Flanke eines Rades in Kontakt mit dem Gleis (z. B. bei
der Einfahrt in einen Gleisbogen), so dndern sich ¢ und die Zwangskréfte auleror-
dentlich schnell, der numerische Aufwand zur Losung der Modellgleichungen wichst
sehr stark an (hierdurch entstehen z. B. die grofien Rechenzeiten in Tab. 4.3).

3. Kurzzeitiges Abheben eines Rades. Hebt ein einzelnes Rad kurzzeitig vom Gleis
ab, so sind die Auswirkungen auf die Laufdynamik des Rad Schiene Systems in
praxi vernachlassighar. Fiir die Simulation hat dieses Abheben dagegen weitreichen-
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de Konsequenzen, da die Zwangsbedingungen ¢(¢) =0 in (4.4) (kurzzeitig) nicht
erfiillt sind (Anderung der Zahl der Freiheitsgrade, Unstetigkeiten in ¢ und A [103]).

Bei der Simulation realer Systeme sind zahlreiche weitere Probleme zu beriicksichtigen,
u. a. die Wechselwirkung des Schienenfahrzeugs mit dem bisher als starr angenommenen
Fahrweg. Fiir die Details der Implementierung des quasi-elastischen Kontaktmodells in
SIMPACK und fiir verschiedene erfolgreiche Anwendungen von SIMPACK zur dynami-
schen Simulation von Rad Schiene Systemen sei auf die Arbeiten von Netter, Rulka und
anderen verwiesen ([142], [119]). Zu diesen Anwendungen zahlt die Simulation verschie-
denster Fahrmanéver (Geradenfahrt, Bogenlauf, Weichenfahrt, ... ) fir einzelne Waggons,
fiir Wagen—Verbande und u. a. auch fiir StraBenbahnfahrzeuge. Besonders wichtig ist dabei
die Verifikation der Simulationsergebnisse an Hand gemessener Daten.

Die Details der industriellen Anwendungen von SIMPACK im Schienenfahrzeugbau
sind leider aus kommerziellen Griinden iiberwiegend nicht 6ffentlich zugénglich.

4.5 Zusammenfassung

Beriicksichtigt man in einem mechanischen Mehrkorpersystem die geometrische Form
der Korper, so treten in den Modellgleichungen zusétzlich zu den Zwangsbedingungen
und Kréften, die klassischen Verbindungselementen (Gelenke, Federn, Dampfer, ... ) ent-
sprechen, weitere Zwangsbedingungen, einseitige Beschrankungen und Kréfte auf. Im
Starrkérperkontaktmodell entspricht dabei dem permanenten Kontakt zweier Korper eine
skalare Zwangsbedingung an die Lagekoordinaten ¢. Sind die beiden Kérper streng konvex,
so beriihren sie sich in genau einem Punkt, dem Kontaktpunkt. Die Lage des Kontakt-
punkts dndert sich stetig mit der relativen Lage der Korper zueinander. Aus algorith-
mischen Griinden ist hier die differentiell-algebraische Formulierung (3.14) der Modell-
gleichungen besonders vorteilhaft, weil sie die effiziente Berechnung der Kontaktpunkt-
koordinaten s wihrend der dynamischen Simulation ermdglicht.

Sind die sich beriithrenden Kérper dagegen nicht konvex, so fithrt das Starrkérper-
kontaktmodell i. allg. auf nur stiickweise differenzierbare Zwangsbedingungen, weil sich
die Lage des Kontaktpunkts sprunghaft d&ndern kann. Den Kontaktpunktspriingen ent-
sprechen Singularititen der Mannigfaltigkeit {7 : g(y) =0} , die im Fall autonomer
Zwangsbedingungen g¢(¢) =0 durch den algebraischen Teil der Modellgleichungen defi-
niert wird. Da die Lagekoordinaten ¢ stets in der Zwangsmannigfaltigkeit verbleiben, liegt
v(t) = ¢(t) im Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit (wenn dieser existiert). Trajekto-
rien (q(t),v(t). A()), die einen Punkt erreichen, in dem die Zwangsmannigfaltigkeit nicht
differenzierbar ist, kénnen deshalb i. allg. nicht stetig iiber die Singularitdt der Mannig-
faltigkeit hinaus fortgesetzt werden. Als Folge des Starrkérperkontaktmodells ergeben sich
also unstetige Zustandsdnderungen im Mehrkoérpersystem, die sich in den Modellgleichun-
gen als Singularitidten (bei Modellierung in Zustandsform) bzw. als Impasse points (bei
Modellierung in Deskriptorform) widerspiegeln.

Hat die Losung der Modellgleichungen endlich viele solche Unstetigkeitsstellen und
sind Ubergangsbedingungen fiir die Zustandsinderung in den Unstetigkeitsstellen gege-
ben, so kombiniert man bei der numerischen Losung der Modellgleichungen ein vorhande-
nes Integrationsverfahren fiir differentiell-algebraische Systeme mit der numerischen Be-
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rechnung der Zustandsanderung in den Unstetigkeitsstellen. Die Zeitpunkte, zu denen sich
die Lage eines Kontaktpunkts sprunghaft dndert, d. h. die méglichen Unstetigkeitsstellen
der Losung, werden dabei unter Verwendung von geeigneten Schaltfunktionen automatisch
wahrend der Integration bestimmt. Die auf diese Weise berechneten Simulationsergebnisse
zeigten fiir die dynamische Simulation von Rad-Schiene-Systemen, die in diesem Kapitel
im Vordergrund stand, daff der Modellfehler des Starrkoérperkontaktmodells inakzeptabel
grof ist, wenn man den Kontakt zwischen der Lauffliche eines Rades mit VerschleiBprofil
und der Schiene betrachtet.

Als Alternative zum Starrkdrperkontaktmodell, das den Abstand der beiden Korper
nur in einem einzelnen Punkt (dem Kontaktpunkt) beriicksichtigt, wurde deshalb ein
Modell fiir den Rad—Schiene—Kontakt entwickelt, das &hnlich wie ein elastisches Kontakt-
modell den Abstand zwischen Rad und Schiene iiber der gesamten Oberfliche der bei-
den Korper betrachtet. Wie zuvor im Starrkorperkontaktmodell wird auch in diesem
sog. quasi-elastischen Kontaktmodell der permanente geometrische Kontakt zwischen
zwei Korpern des Mehrkorpersystems durch eine skalare Zwangsbedingung beschrieben.
Der Ubergang vom Starrkdrperkontaktmodell zum quasi-elastischen Modell verringert
den Modellfehler des MKS-Modells erheblich und bewirkt eine Regularisierung der Be-
wegungsgleichungen, so daf} fiir die dynamische Simulation des Rad Schiene Systems
Standard-Integrationsverfahren verwendet werden konnen.

Es wurden 2 Algorithmen zur effizienten Auswertung der Kontaktbedingung des quasi-
elastischen Kontaktmodells entwickelt und implementiert (on-line und off-line Regula-
risierung). Damit erreicht das quasi-elastische Modell einen sehr groBen Einsatzbereich
(u. a. Einzelrdder, fahrwegabhingige Gleisprofile) und 1aBt sich trotzdem fiir klassische
Simulationsaufgaben (z. B. fahrwegunabhéngige Gleisprofile) fast ebenso schnell wie die
Starrkérperkontaktbedingung auswerten. Einige Simulationsbeispiele illustrieren den Nut-
zen des vorgeschlagenen quasi-elastischen Kontaktmodells.

Das quasi-elastische Kontaktmodell und die beiden Varianten seiner Implementierung
geniigen typischen Anforderungen eines Simulationspakets hinsichtlich des Modellfehlers,
der Breite des Anwendungsbereichs, der Robustheit der numerischen Algorithmen und
vor allem auch hinsichtlich der zur Simulation erforderlichen Rechenzeit. Als Bestandteil
des kommerziellen Simulationspakets SIMPACK wird das quasi-elastische Kontaktmodell
bei der Simulation von Rad—Schiene—Systemen in umfangreichen und komplizierten indu-
striellen Anwendungen eingesetzt.

So wie das Starrkorperkontaktmodell kann auch das quasi-elastische Modell fiir den
Kontakt beliebiger Korper im Mehrkorpersystem formuliert werden. Es ist sehr stark von
der konkreten Anwendung abhangig, ob die damit verbundene Regularisierung der Be-
wegungsgleichungen den Modellfehler verringert ohne den zur Simulation erforderlichen
Rechenaufwand zu stark anwachsen zu lassen. Ebenso a8t sich nicht allgemein, son-
dern nur am konkreten mechanischen Beispiel entscheiden, ob der Modellfehler des quasi-
elastischen Modells hinreichend klein ist und ob die quasi-elastische Kontaktbedingung
effizient numerisch ausgewertet werden kann. Neben dem hier betrachteten Rad-Schiene—
Kontakt zahlt zum potentiellen Anwendungsbereich des quasi-elastischen Kontaktmodells
der Kontakt von beliebigen Kérpern, deren undeformierte Oberflichen nahezu parallel
sind und auf die eine betragsmafig grofie Kraft in Normalenrichtung zu ihrer Kontakt-
flache wirkt.
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Zusammenfassung

Die Modellierung von angewandten Problemen aus Naturwissenschaft und Technik fiihrt
haufig in natiirlicher Weise auf differentiell-algebraische Systeme. Obwohl sich die analy-
tischen Eigenschaften der differentiell-algebraischen Systeme von héherem Index grund-
legend von den Eigenschaften gewéhnlicher Differentialgleichungen unterscheiden, kénnen
Anfangswertprobleme (und auch Randwertprobleme) fiir differentiell-algebraische Syste-
me mit numerischen Verfahren, die aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichun-
gen bekannt sind, unter gewissen Voraussetzungen zufriedenstellend gelost werden.

Hierzu wurde fiir nichtlineare Systeme vom Index 2 und 3 im Detail untersucht, welche
Auswirkungen die Verstarkung kleiner Fehler (Rundungsfehler usw.) auf die numerische
Integration hat. Die dabei nachgewiesenen zuséatzlichen Fehlerterme sind fiir semi-explizite
Index-2-Systeme so klein, daB die direkte Anwendung von Diskretisierungsverfahren auf
diese Systeme zu robusten und effizienten numerischen Lésungsverfahren fiihrt.

Unter Ausnutzung der speziellen Struktur von differentiell-algebraischen Systemen in
Hessenbergform wurden partitionierte Verfahren fiir semi-explizite Index-2-Systeme kon-
struiert, die vor allem fiir nicht-steife Systeme geeignet sind. Kombiniert man ein explizites
Runge-Kutta—Verfahren oder ein implizites Adams—Verfahren mit geeigneten Verfahren
zur Bestimmung der algebraischen Losungskomponenten, so erhélt man stabile parti-
tionierte Verfahren fiir semi-explizite Index-2-Systeme. Fiir die differentiellen Losungs-
komponenten wird dabei die klassische Konvergenzordnung des Runge Kutta bzw. des
Adams—Verfahrens erreicht.

Ein Starrkérperkontaktmodell fiir mechanische Mehrkérpersysteme fithrt auf differen-
tiell-algebraische Systeme, deren algebraischer Teil aus den Kontaktbedingungen und
aus nichtlinearen Gleichungen zur Bestimmung der Kontaktpunktkoordinaten besteht. Es
wurde gezeigt, daff das Starrkdrperkontaktmodell zu Singularitaten in den Modellgleichun-
gen fithren kann. Der Ubergang zu einem quasi-elastischen Kontaktmodell bewirkt eine
Regularisierung der Bewegungsgleichungen. Diese regularisierten Bewegungsgleichungen
kann man mit Standardverfahren fiir differentiell-algebraische Systeme effizient numerisch
l6sen.

In allen Kapiteln der vorliegenden Arbeit werden die Modellgleichungen fiir mechani-
sche Mehrkorpersysteme als Beispiel fiir differentiell-algebraische Systeme von héherem
Index herangezogen. Detaillierte analytische Untersuchungen erkldren einige der Unter-
schiede zwischen den verschiedenen analytisch dquivalenten Formulierungen der Modell-
gleichungen und sind gleichzeitig Grundlage der Konstruktion und Implementierung von
Diskretisierungsverfahren. Die Verfahrensfunktion und die Koeffizienten der partitionier-
ten Verfahren wurden anschliefend so bestimmt, daf man mit moglichst geringem nume-
rischem Aufwand eine hohe Konvergenzordnung erreicht.

Fiir Rad Schiene Systeme fiithrt neben dem engen Zusammenspiel zwischen der Mo-
dellierung und den Zeitintegrationsverfahren erst die speziell angepafite Diskretisierung
von quasi-elastischen Kontaktbedingungen zu Software, die im Rahmen des Simulations-
pakets SIMPACK die effiziente dynamische Simulation in Anwendungen des Schienen-
fahrzeugbaus ermoglicht.




Anhang A
Aufruf des Integrators HEDOPS5

————— LIBRARY MBSPACK
————— GROUP 1 STRUCTURAL INTERFACE
————— CODE HEDOPS

HEDOP5 -- Multibody system integration with a

*% based on the implementation of HEMS5
** written by Bernd Simeon, Technical University of Munich, Feb.17/93 *x

** extended version for systems with friction Feb.01/94 *x
*ok

** modified by Martin Arnold, University of Rostock

*% half-explicit Runge-Kutta method with explicit stage Dct.16/95 *x
** extended version for systems with friction Mar.08/96 *x*
** extended version (with dense output) Apr.09/96 *x*

Subroutine HEDOP5 solves systems of differential-algebraic equations
(DAEs) arising in multibody system dynamics.

DOCUMENTATION: hedop5.man
PARAMETERS - short description:

FMBS This is a subroutine which you provide to define the
differential/algebraic system. FMBS must satisfy the
interface requirements defined in hedop5.man manual

NDIM(9) This array defines the dimensions and the structure of
the multibody system equations. NDIM(1) = NEQ is the
number of equations to be solved.

T This is the current value of the independent variable.

X (%) This array contains the solution components at T.

TOUT This is a point at which a solution is desired.

INFO(20) The basic task of the code is to solve the system from T
to TOUT and return an answer at TOUT. INFO is an integer
array which is used to communicate exactly how you want

this task to be carried out.
(See hedop5.man and below for details.)
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RTOL,ATOL These quantities represent relative and absolute
error tolerances which you provide to indicate how
accurately you wish the solution to be computed. You
may choose them to be both scalars or else both vectors.

DEX(20) ,IEX(30) These arrays provide conditional inputs
to perform the tasks specified by the INFO vector and report
also the performance of the code on return.
(See hedop5.man and below for details.)

IDID This scalar quantity is an indicator reporting what the
code did. You must monitor this integer variable to
decide what action to take next.

RWORK A real work array of length LRW which provides the
code with needed storage space.

LRW The length of RWORK.
You must have
LRW .GE. 11 + 27*NN + 8*NV*NV
where NN = NDIM(1), NV=NDIM(2)+NDIM(4).

IWORK An integer work array of length LIW which provides the
code with needed storage space.

LIW The length of IWORK.
You must have
LIW .GE. 10+NN+NV+NDIM(7).

RPAR,IPAR These are real and integer parameter arrays which
you can use for communication between your calling
program and the FMBS subroutine.

* This is the target label in case an error occurs such
that the solution of the problem cannot be continued
( IDID .le. -11 ).

Quantities which may be altered by HEDOPS are:

T, X(x), INFO(1), DEX(*), IEX(%),
IDID, RWORK(*), IWORK(*)

The integration process is controlled by the information provided in
INFO, DEX, IEX. The following table summarizes the features.

INFO 0 / 1 to be supplied if INFO = 1:
(1) First / subsequent call.
(2) Tolerances as scalars / arrays. RTOL(*), ATOL(*)
(3) Intervall / intermediate output.
(4) No / yes dense output. DEX(15)= dense interval
( no interpolation! ) IEX(3) = output channel
IWORK(11:10+NN))
plot indices

(5) No / yes select projection. IEX(4) = 0: automatic
= 1: pos./veloc.
= 2,3: no proj.

(7) No / yes supply max. stepsize. DEX(2) = h_max

(8) No / yes supply initial stepsize. DEX(3) = h_0
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(9) No

(11) No
(13) No

(14) No
(18) No

The performance of the code is reported via DEX, IEX:

DEX
(4)
(5)
(9)
IEX
(n
(9)
(10)
(11)
(13)
(14)

/ yes select linear algebra meth. IEX(24)= 3: Linpack DGEFA (def.)
= 4: Lapack DGETRF.
/ yes compute consistent i.v.
/ yes friction is part of forces. IEX(23)= 1: df/dlambda supplied
in FL by call FMBS
= 2: numerical differ.
for df/dlambda
/ yes define max. # steps. IEX(25)= max. # steps
/ yes control stepsize strategy. DEX(11)= safety factor

The
The
The

The
The
The
The
The
The

DEX(12)= lower bound change
DEX(13)= upper bound change
DEX(14)= beta-stabilization

last used successful stepsize.
new stepsize.
last error estimation.

number
number
number
number
number
number

of
of
of
of
of
of

FMBS evaluations so far.
projection steps so far.
matrix decompositions so far.
steps taken so far.

error test failures so far.

convergence failures in case of projection.
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