
Fehlerschranke hängt linear ab von max
i,k

|lik| .

Spaltenpivotisierung: |lik| ≤ 1  kleine Fehlerschranke

Numerische Stabilität: numerische Lösung x̃ erfüllt

(A + δA)x̃ = b

mit
‖δA‖∞
‖A‖∞

≤
·

8n3 ·
maxi,j,k |a(k)

ij |
maxi,j |aij|

ε .

4 Interpolation (II)

Bemerkung 4.1 (Stückweise Hermite–Interpolation)

geg.: r + 1 Stützstellen x0, x1, . . . , xr

Stützwerte (yk, y
′
k) , ( k = 0, 1, . . . , r )

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

x
0

y
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2
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x

y

Definiert man die interpolierende Funktion Φ stückweise durch Hermite–Interpolations-
polynome Φ

∣∣
[xi−1,xi]

, ( i = 1, . . . , r ) mit Interpolationsbedingungen

Φ(xi−1) = yi−1 , Φ′(xi−1) = y′i−1 , Φ(xi) = yi , Φ′(xi) = y′i , ( i = 1, . . . , r ) ,

so ist Φ ∈ C1[a, b] , aber deg Φ
∣∣
[xi−1,xi]

≤ 3 .

4.1 Spline–Interpolation

Bemerkung 4.2 (Kubische Spline–Interpolation)

Kubische Splines erreichen ähnlich wie zusammengesetzte Hermite–Interpolierende eine
hohe globale Glattheit, jedoch mit deutlich niedrigerem Polynomgrad:

s ∈ C2[a, b] , s
∣∣
[xi,xi+1]

∈ Π3 .

Splines der Ordnung k: s ∈ Ck−2[a, b] , s
∣∣
[xi,xi+1]

∈ Πk−1 .
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Splinegitter a = x0 < x1 < . . . < xn = b .

Zum kubischen Spline s ist

s
∣∣
[xi,xi+1]

= ai + bi(x− xi) +
ci

2
(x− xi)

2 +
di

6
(x− xi)

3 , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 )

⇒ insgesamt 4n Parameter (ai, bi, ci, di), ( i = 0, 1, . . . , n− 1 ).

n + 1 Interpolationsbedingungen s(xi) = yi ⇒ ai = yi , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 ) ,

s(xn) = yn ⇒ an−1+bn−1(xn−xn−1)+
cn−1

2
(xn−xn−1)

2+
dn−1

6
(xn−xn−1)

3 = yn =: an .

3(n − 1) Stetigkeitsbedingungen

s(xi+1 − 0) = s(xi+1 + 0) : ai + bihi +
ci

2
h2

i +
di

6
h3

i = ai+1 , ( i = 0, 1, . . . , n− 2 )

s′(xi+1 − 0) = s′(xi+1 + 0) : bi + cihi +
di

2
h2

i = bi+1 , ( i = 0, 1, . . . , n− 2 )

s′′(xi+1 − 0) = s′′(xi+1 + 0) : ci + dihi = ci+1 , ( i = 0, 1, . . . , n− 2 )

mit Schrittweiten hi := xi+1 − xi , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 ) .

⇒ insgesamt 4n− 2 lineare Bedingungen an 4n Parameter

Zusatzbedingungen

(i) s′′(x0) = s′′(xn) = 0 . . . natürlicher kubischer Spline

oder

(ii) s′(x0) = y′0 , s′(xn) = yn . . . vollständiger kubischer Spline

oder

(iii) s′(x0) = s′(xn) , s′′(x0) = s′′(xn) . . . periodischer kubischer Spline, für periodische
Daten ( y0 = yn ) ⇒ s(x0) = s(xn) .

In jedem der drei Fälle ist die Splinefunktion eindeutig bestimmt.

Berechnung der Koeffizienten

di =
ci+1 − ci

hi

,

bi =
ai+1 − ai

hi

− ci

2
hi −

di

6
h2

i =
yi+1 − yi

hi

− 2ci + ci+1

6
hi

Stetigkeitsbedingung für s′(x) ⇒ ( i = 0, 1, . . . , n− 2 )

yi+1 − yi

hi

− 2ci + ci+1

6
hi + cihi +

ci+1 − ci

2
hi =

yi+2 − yi+1

hi+1

− 2ci+1 + ci+2

6
hi+1

hi

6
ci +

hi + hi+1

3
ci+1 +

hi+1

6
ci+2 =

yi+2 − yi+1

hi+1

− yi+1 − yi

hi
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Zusammen mit c0 = cn = 0 ergibt sich für den natürlichen kubischen Spline ein tridia-
gonales lineares Gleichungssystem der Dimension n− 1 zur Bestimmung von c1, . . . , cn−1

⇒ Gaußscher Algorithmus erfordert O(n) Rechenoperationen. Analoges Vorgehen für
vollständigen und periodischen Spline.

Algorithmus 1 Bestimmung der Splinekoeffizienten.

1. ai := yi , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 )

2. Berechne c0, c1, . . . , cn als Lösung eines tridiagonalen Gleichungssystems.

3. Bestimme bi, di , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 ) .

Algorithmus 2 Auswertung der Splinefunktion.

1. Bestimme Teilintervall (binäre Suche)

i := 0 , i := n

repeat∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i∗ :=

[
i + i

2

]
if x ≥ xi∗ then i := i∗ else i := i∗

until i− i ≤ 1

i := i

Einfachster Spezialfall: äquidistantes Gitter xi = a + ih mit h =
b− a

n

⇒ i :=

[
x− a

h

]
2. Splineauswertung s(x) = ai + (x− xi)

(
bi + (x− xi)

( 1

2
ci +

1

6
di(x− xi)

))
Bemerkung 4.3 (B–Splines)

Idee Darstellung der Splinefunktion als Linearkombination
”
einfacher“ Basisfunktionen

des Vektorraums der Splinefunktionen  B–Splines.

Beispiel k = 2 : stetige, stückweise lineare Funktion

Bj(x) =



x− xj

xj+1 − xj

, ( x ∈ [xj, xj+1] ),

x− xj+2

xj+1 − xj+2

, ( x ∈ [xj+1, xj+2] ),

0 sonst.
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Interpolierender linearer Spline s(x) =
n∑

j=0

yjBj−1(x) .

allgemein • Bj

∣∣
[xi,xi+1]

∈ Πk−1 , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 )

• Bj ∈ Ck−2[a, b]

•
∑

j Bj(x) = 1 , ( x ∈ [a, b] )

• supp Bj = [xj, xj+k] , d. h. Bj(x) = 0 , ( x ≤ xj oder x ≥ xj+k )

Beispiel Kubischer B–Spline

x

s

1

x
0

x
1

x
2

x
3

x
4

k = 4

Bestimmung der Koeffizienten αj des interpolierenden Splines
∑

j αjBj(x) als Lösung
eines linearen Gleichungssystems der Bandbreite k − 1.

Satz 4.4 (Approximationseigenschaften kubischer Splines)

Gegeben sei eine Funktion f ∈ C4[a, b] mit max
a≤x≤b

|f (4)(x)| ≤ M sowie ein Gitter

∆ = { a = x0 < x1 < . . . < xn = b }
mit Schrittweiten hi := xi+1 − xi , ( i = 0, 1, . . . , n− 1 ) und einer Konstanten

K ≥ max
0≤i≤n−1

hi / min
0≤i≤n−1

hi .
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Dann gibt es zum vollständigen interpolierenden kubischen Spline s∆ Konstanten C0, C1,
C2 und C3, die von ∆ und K unabhängig sind und für die gilt

|f (k)(x)− s
(k)
∆ (x)| ≤ CkMK

(
max

0≤i≤n−1
hi

)4−k
, ( x ∈ [a, b] , k = 0, 1, 2, 3 )

in jedem Punkt x, in dem s
(k)
∆ (x) definiert ist.

Beweisidee (i) f(xi) = s∆(xi) für Stützstellen xi

(ii) Abschätzung von |f ′′(xi)− s′′∆(xi)| durch Einsetzen von f in das Gleichungssystem
aus Bemerkung 4.2

(iii) Hieraus Abschätzungen für x 6= xi.

Bemerkung 4.5 (Bernstein–Polynome und Bezier–Kurven)

a) Bernstein–Polynome

B
(n)
i (x) =

(
n

i

)
(1− x)n−ixi , ( i = 0, 1, . . . , n )

x

B
i
(n)

1

1

B0
(n)

B1
(n)

Bn
(n)

Eigenschaften

a) i-fache Nullstelle x = 0, (n− i)-fache Nullstelle x = 1

b) B
(n)
i

∣∣∣
[0,1]

≥ 0

c)
n∑

i=0

B
(n)
i (x) =

n∑
i=0

(
n

i

)
(1− x)n−ixi =

(
(1− x) + x

)n
= 1

d) B
(n)
i (x) = x ·B(n−1)

i−1 (x)−B
(n−1)
i (x)
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b) Bezier–Kurve

geg.: Kontrollpunkte b0, b1, . . . , bn ∈ Rk

Bezierkurve im Rk:
n∑

i=0

biB
(n)
i (x) , ( x ∈ [0, 1] ) .

• Anfangspunkt b0, Endpunkt bn

• Tangente in b0 verläuft durch b1, denn

d

dx
B

(n)
0 (0) = −n ,

d

dx
B

(n)
1 (0) = n ,

d

dx
B

(n)
i (0) = 0 , ( i > 1 )

• n = 2 : Tangenten in b0 und b2 schneiden sich in b1

• Kurve verläuft in der konvexen Hülle des von den bi gebildeten Polygons
⇒ keine unerwünschten Oszillationen

b
0

b
1

b
2

4.2 Trigonometrische Interpolation – Schnelle Fouriertransfor-
mation

Bemerkung 4.6 (Problemstellung)

Interpolation periodischer Daten durch trigonometrische Polynome.

N = 2n + 1 ungerade

TN
R := {φ2n+1(t) :=

a0

2
+

n∑
j=1

(aj cos jt + bj sin jt) mit aj, bj ∈ R , ( j = 0, . . . , n ) }

N = 2n gerade

TN
R := {φ2n(t) :=

a0

2
+

n−1∑
j=1

(aj cos jt+bj sin jt)+
an

2
cos nt mit aj, bj ∈ R , ( j = 0, . . . , n ) }
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Komplexe Darstellung

TN
C := {φN(t) :=

N−1∑
j=0

cje
ijt : cj ∈ C , ( j = 0, . . . , N − 1 ) }

Ansatzfunktionen { 1, cos jt, sin jt } bzw. { eijt : 0 ≤ j ≤ N − 1 } sind linear un-
abhängig  Interpolationsaufgabe zu N Stützpunkten (tk, fk), ( k = 0, 1, . . . , N − 1 )
eindeutig lösbar.

Typische Aufgabenstellung Digitale Signalverarbeitung, Datenerfassung im festen
Takt ⇒ äquidistante Knoten, normiert auf tk = k · 2π/N .

Bemerkung 4.7 (Trigonometrische Interpolation auf äquidistantem Gitter)

Zu tk = k · 2π/N , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 ) sind ωk := eitk = eik·2π/N die N -ten Einheits-
wurzeln.

Interpolationsbedingungen φN(tk) = fk , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 ) bestimmen φN mit
1 ω0 ω2

0 · · · ωN−1
0

1 ω1 ω2
1 · · · ωN−1

1

...
...

...
...

1 ωN−1 ω2
N−1 · · · ωN−1

N−1




c0

c1

...

cN−1

 =


f0

f1

...

fN−1

 .

Bemerkung 4.8 (Komplexe und reelle trigonometrische Polynome)

Gilt für das (komplexe) trigonometrische Polynom

φN(t) =
N−1∑
j=0

cje
ijt

φN(t) ∈ R, ( t ∈ R ), so gilt φN ∈ TN
R mit

aj = 2 Re cj = cj + cN−j , bj = −2 Im cj = i (cj − cN−j) .

Beweis Für die N äquidistanten Knoten tk = k · 2π/N , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 ) gilt

e−ijtk = eiNk·2π/N︸ ︷︷ ︸
= 1

· e−ijtk = ei(N−j)tk

und

N−1∑
j=0

cje
ijtk = φN(tk) = φN(tk) =

N−1∑
j=0

cj e−ijtk =
N−1∑
j=0

cj ei(N−j)tk =
N∑

l=1

cN−l e
iltk
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Bemerkung 4.8: Trigonometrische Polynome

Beweis

Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen komplexer und reeller Darstellung des trigono-
metrischen Interpolationspolynoms.

⇒ cj = cN−j , da Interpolationsaufgabe eindeutig lösbar.

Wegen ei·0·tk = ei·N ·tk = 1 ist insbesondere c0 = c0, also c0 ∈ R.

Ebenso folgt cn ∈ R für gerade N = 2n.

Sei nun N = 2n + 1, so ist

φN(tk) = c0 +
2n∑

j=1

cje
ijtk = c0 +

n∑
j=1

cje
ijtk +

n∑
l=1

cN−le
i(N−l)tk

= c0 +
n∑

j=1

(cje
ijtk + cje

−ijtk)

= c0 + 2
n∑

j=1

Re (cje
ijtk) = c0 + 2

n∑
j=1

(Re cj · cos jtk − Im cj · sin jtk) .

Wegen der Eindeutigkeit des trigonometrischen Interpolationspolynoms folgt die Behaup-
tung durch Koeffizientenvergleich. Analog für gerade N = 2n.

Satz 4.9 (Lösung der trigonometrischen Interpolationsaufgabe)

Für äquidistante Stützstellen tk = k · 2π/N , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 ) ist die Lösung der
trigonometrischen Interpolationsaufgabe

φN(tk) = fk , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 )

49



gegeben durch

φN(t) =
N−1∑
j=0

cje
ijt mit cj :=

1

N

N−1∑
k=0

fkω
−j
k , ( j = 0, 1, . . . , N − 1 ) .

Beweis Wegen der Eindeutigkeit des trigonometrischen Interpolationspolynoms reicht
es aus, für l = 0, 1, . . . , N − 1 zu zeigen

fl
!
=

N−1∑
j=0

(
1

N

N−1∑
k=0

fkω
−j
k

)
︸ ︷︷ ︸

= cj

eijtl =
N−1∑
k=0

fk ·
1

N

N−1∑
j=0

ω−j
k ωj

l .

Nun ist
N−1∑
j=0

ω−j
k ωj

l =
N−1∑
j=0

ωj
l−k =

{
N falls k = l ,

0 sonst ,

denn
ωl−k − 1

ωl−k − 1
·

N−1∑
j=0

ωj
l−k =

1

ωl−k − 1

N−1∑
j=0

(ωj+1
l−k − ωj

l−k) =
ωN

l−k − 1

ωl−k − 1
= 0 ,

falls l 6= k, denn ωl−k ist N -te Einheitswurzel. Hieraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.10 (Diskrete Fourier–Transformation)

Für 2π–periodische Funktionen f ∈ L2(R) erhält man mit den Fourierkoeffizienten

f̂(j) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−ijt dt , ( j ∈ Z )

die abgebrochenen Fourier–Reihen

fn(t) :=
n∑

j=−n

f̂(j)eijt .

Setzt man für N = 2n + 1

c−j := cN−j , ( j = 1, . . . , n ) ,

so ist

φN(tk) =
N−1∑
j=0

cje
ijtk =

n∑
j=0

cje
ijtk +

N−1∑
j=n+1

cje
ijtk

=
n∑

j=0

cje
ijtk +

n∑
l=1

cN−le
i(N−l)tk =

n∑
j=0

cje
ijtk +

n∑
l=1

c−le
i·(−l)·tk =

n∑
j=−n

cje
ijtk .

50



Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, NWF III, Institut für Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik  (WiS 2007/08)

Bemerkung 4.10: Diskrete Fourier-Transformation

Approximation

Trigonometrische Interpolation

Abbildung 4.2: Zusammenhang zwischen diskreter und kontinuierlicher Fouriertransfor-
mation.

Approximiert man∫ 2π

0

g(t) dt ≈ 2π

N

N−1∑
k=0

g(tk) ,

so ergibt sich 0    

0

t

g

t1 t2 2π 

f̂(j) ≈ 1

N

N−1∑
k=0

f(tk)e
−ijtk =

1

N

N−1∑
k=0

fkω
−j
k = cj .

Wegen der Analogie zur klassischen kontinuierlichen Fourier–Transformation heißt die
Abbildung

FN : CN → CN ,
(
fk

)N−1

k=0
7→
(
cj

)N−1

j=0

aus Satz 4.9 Diskrete Fourier–Transformation (DFT) und die Umkehrabbildung

F−1
N : (cj)j 7→ (fk)k , fk :=

N−1∑
j=0

cjω
k
j , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 )

(Fourier–)Synthese oder Inverse diskrete Fourier–Transformation (IDFT).
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Beispiel 4.11: Tiefpassfilter
Beispiel (Prof. Dr.-Ing. P. Pickel, U Halle, Landwirtschaftliche Fakultät)

Fahrweg eines landwirtschaftlichen Nutzfahrzeugs (vertikale Auslenkung)

0 100 200 300 400
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

s [m]

h 
[m

]

Abbildung 4.3: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: Ausgangsdaten.

Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, NWF III, Institut für Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik  (WiS 2007/08)

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (II)

Abbildung 4.4: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fmax = 2.0 Hz .
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Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (III)

Abbildung 4.5: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fmax = 1.0 Hz .

Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, NWF III, Institut für Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik  (WiS 2007/08)

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (IV)

Abbildung 4.6: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fmax = 5.0 Hz .

53



Martin-Luther-Universität Halle-Wittenberg, NWF III, Institut für Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik  (WiS 2007/08)

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (V)

Abbildung 4.7: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fmax = 0.5 Hz .

Beispiel 4.11 (Tiefpassfilter)

Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung

Elimination hochfrequenter Anteile im Signal, die häufig durch Messfehler verfälscht
(
”
Messrauschen“) und darüberhinaus für die praktische Anwendung oft nicht relevant

sind ⇒
”
Tiefpassfilter“.

praktisch Berücksichtige in φN(t) nur die Terme aj cos jt und bj sin jt, die zu den ersten
jmax � n Frequenzen gehören (jmax ist vom Anwender vorzugeben). Für N = 2n + 1
erhält man

f̃k := c0 +

jmax∑
j=1

cjω
k
j +

jmax∑
j=1

cN−jω
k
N−j = c0 +

jmax∑
j=1

(cjω
k
j + cN−jωj

k) , ( k = 0, 1, . . . , N − 1 ).

Beispiel Rauigkeit einer Feldoberfläche

(Originaldaten von Prof. Dr.-Ing. P. Pickel, Institut für Agrartechnik und Landeskultur).

Die Messdaten für die Höhe u(x) einer Feldoberfläche am Ort x liegen im Abstand von
∆x = 0.05 m vor (Abb. 4.3). Bei konstanter Fahrgeschwindigkeit v = 2.0 m/s entspricht
dies einer Frequenz von 1 / ( 0.05 m / 2.0 m/s ) = 40 Hz . Abb. 4.4 – Abb. 4.7 zeigen für
verschiedene maximale Frequenzen fmax den Vergleich zwischen gefilterten Daten und
Originaldaten. Die Elimination der hochfrequenten Anteile in u(t) ist deutlich erkennbar.
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Bemerkung 4.12 (Schnelle Fourier–Transformation)

engl.: Fast Fourier Transform(ation) (FFT)

Problem Standard–Algorithmus zur Auswertung von FN oder F−1
N würde O(N2) Re-

chenoperationen erfordern (Matrix–Vektor–Multiplikation).

Cooley–Tuckey (1965) Sei N = 2M gerade und ω = ei 2π
N oder ω = e−i 2π

N .
Dann gilt für

αj =
N−1∑
k=0

fkω
kj , ( j = 0, 1, . . . , N − 1 )

α2l =
M−1∑
k=0

gkξ
kl , α2l+1 =

M−1∑
k=0

hkξ
kl , ( l = 0, 1, . . . ,M − 1 )

mit M := N/2, ξ := ω2 und

gk := fk + fk+M , hk := (fk − fk+M) ωk .

Mit 2M Additionen und 2M Multiplikationen ( ωk → ωk+1 = ω · ωk , hk = (. . .) · ωk )
wird die Berechnung von N Summen der Länge N zurückgeführt auf 2M = N Summen
der Länge M = N/2.

Beweis

α2l =
N−1∑
k=0

fkω
k·2l =

N
2
−1∑

k=0

(
fkω

2kl + fk+N
2
ω2(k+N

2
)l
)

=
M−1∑
k=0

(fk + fk+M) ω2kl

α2l+1 =
N−1∑
k=0

fkω
(2l+1)k =

N
2
−1∑

k=0

(
fkω

2kl+k + fk+N
2
ω(2l+1)(k+N

2
)
)

=
M−1∑
k=0

(fk − fk+N
2
) ωk · ω2kl

Rekursive Anwendung besonders einfach für N = 2p ⇒ Aufwand zur Berechnung von
α0, α1, . . . , αN−1 (Analyse oder Synthese) beträgt 2N log2 N Multiplikationen.

Algorithmus 4.13 (Schnelle Fourier–Transformation)

Sei N = 2p und ω = ei 2π
N oder ω = e−i 2π

N .

Eingabe: f0, f1, . . . , fN−1 ∈ C

Ausgabe: α0, α1, . . . , αN−1 ∈ C mit αj :=
N−1∑
k=0

fkω
kj .
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Nred := N ; z := ω

while Nred > 1 do∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Mred := Nred/2

for j = 0 : (N/Nred − 1)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

l := jNred

for k = 0 : Mred − 1∣∣∣∣∣∣∣
a := fl+k + fl+k+Mred

fl+k+Mred
:= (fl+k − fl+k+Mred

)zk

fl+k := a

Nred := Mred ; z := z2

for k = 0 : N − 1

| ασ(k) := fk

Vertauschung der Komponenten von α bestimmt durch Permutation σ(k) :

σ
(N−1∑

j=0

aj2
j
)

:=
N−1∑
j=0

aN−j2
j mit a0, a1, . . . , aN−1 ∈ { 0, 1 } .

 
”
bit reversal“, einfache Implementierung durch Bitmanipulationen

• Typisches Beispiel eines
”
divide–and–conquer“–Algorithmus,

• gut parallelisierbar,

• in Signalprozessoren hardwaremäßig verfügbar.

5 Quadratur

Bemerkung 5.1 (Problemstellung)

geg.: stückweise stetige Funktion f : [a, b] → R

ges.: I(f) := Ib
a(f) :=

∫ b

a

f(x) dx

Eigenschaften

a) Linearität: I(αf + βg) = αI(f) + βI(g)

b) Positivität: f(x) ≥ 0 , ( x ∈ [a, b] ) ⇒ I(f) ≥ 0

c) Additivität: Ib
a(f) = Ic

a(f) + Ib
c (f) , ( c ∈ (a, b) )

Spezialfall f̃(x) = xk ⇒ Ib
a(f̃) =

∫ b

a

xk dx =
1

k + 1
xk+1

∣∣∣b
a
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