1 Einfithrung

1.1 Grundlagen
Bemerkung 1.1 (Numerische Mathematik)

a) Im engeren Sinn: zahlenmiflige Auswertung mathematischer Zusammenhénge

z. B. e Losung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen

e Numerische Integration und Differentiation

Néherungsweise Auswertung reeller Funktionen
e Numerische Losung von Differentialgleichungen

e Numerische Losung von Optimierungsproblemen

b) Typisches Ziel: Néherungen fiir die exakte Losung eines mathematischen Pro-
blems, deren Fehler beliebig klein gemacht werden kann und fiir die verldssliche
Fehlerschranken vorliegen.

c) praktisch: wesentliche Komponente des Wissenschaftlichen Rechnens (engl.: scien-
tific computing): Computersimulation auf der Grundlage mathematischer Modelle
in den Anwendungswissenschaften: Naturwissenschaften, Ingenieurwissenschaften,
Medizin, Wirtschaftswissenschaften.

- ., i

Bemerkung 1.2 (Entwicklung der Rechentechnik)

e Entwicklung der Numerik untrennbar verkniipft mit Entwicklung der Rechentechnik

e Grundlagen: verstdrkt ab 18. Jahrhundert



Bemerkung 1.2: Entwicklung der Rechentechnik
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Abbildung 1.1: Klassische Rechentechnik.

Bemerkung 1.2: Entwicklung der Rechentechnik (Il)

Hitachi SR8000-F1
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Abbildung 1.2: Moderner Hochleistungsrechner am LRZ Miinchen.




e 1941 73 (K. Zuse)
1946  ENIAC (J. v. Neumann)
1958  erster Mikrochip
1967  erster Taschenrechner
1976  Home—Computer ,, Apple”
1981  erster Personal Computer (PC)
heute: leistungsfahige Arbeitsplatzrechner (PC, Workstation)
Vektor- und Parallelrechner fiir High performance computing

e seit 1971: Anzahl der elementaren Transistorfunktionen je Sekunde verdoppelt sich
etwa nach jeweils 18 Monaten
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1.2 Klassische Polynominterpolation

Bemerkung 1.4 (Problemstellung)

geg.: n+ 1 Stitzpunkte (x;,y;), (7 =0,1,...,n) mit Stitzstellen x; und Stitzwerten y;,

zwischen denen ein (oft auch nur vermuteter) funktionaler Zusammenhang besteht:
y; = f(z;), (7 =0,1,...,n). Praktisch oft: Messdaten y,

ges.: Polynom ®™(z) hochstens n-ten Grades, das die n + 1 Interpolationsbedingungen

yj:@(")(xj), (7=0,1,...,n)

erfiillt.



Bemerkung 1.4: Polynominterpolation

Beispiel n=2, 20=0, z1=1/2, zo=1
yj=Siﬂ7r:Ej,(j:O,1,2)

f(x) = sin(nx), Knoten: 3 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 3 (aequidistant)
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Abbildung 1.3: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(z) = sinma, (z € [0,1]).

Beispiel Tabellierte Daten, z. B.
n=1, f(r) =e", xyg = 0.45, 1 = 0.46, yo = 1.5683 ~ exp(0.45), y; = 1.5841 ~ exp(0.46)

Lineare Interpolation

— 045
~ dW (1) = 1.5683 + —— > (15841 — 1.5683
exp(z) (z) + 046 = 045" )
Beispiel 44
dM(0.454) = 1.5746
A5 |
A S =




Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (ll)

Beispiel n=3, 20=0, z21=1/3, 220=2/3, z3=1
yj=Sin7T:l?j,(j:0,1,2,3)

f(x) = sin(nx), Knoten: 4 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 4 (aequidistant)
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Abbildung 1.4: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(x) = sinwz, (x € [0,1]).

Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (lll)

Beispiel n=4, 20=0, z1=1/4, z2=1/2, 23 =3/4, za=1
y; =sinnwz;, (7 =0,1,2,3,4)

f(x) = sin(nx), Knoten: 5 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 5 (aequidistant)
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Abbildung 1.5: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(x) = sinwz, (x € [0,1]).



Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (V)

Beispiel n=5, z;=3/5, (j=0,1,2,3,4,5)
y; =sinmz;, (7 =0,1,2,3,4,5)

f(x) = sin(nx), Knoten: 6 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 6 (aequidistant)
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Abbildung 1.6: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(x) = sinwz, (x € [0,1]).

Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (V)

Beispiel n=6, z;=3/6, (j=0,1,2,3,4,5,6)
y; = sinmx;, (7=0,1,2,3,4,5,6)

f(x) = sin(nx), Knoten: 7 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 7 (aequidistant)
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Abbildung 1.7: Interpolationspolynom ®© (z) zu f(x) = sinmz, (x € [0,1]).



Bemerkung 1.5 (Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms)

Sind die Stiitzstellen zq, x1, ..., z, paarweise voneinander verschieden, so ist das Inter-

polationspolynom ® (z) aus Bemerkung 1.4. eindeutig bestimmt, denn gilt fiir zwei

Polynome (IDY”), @én) e 1I,

o () = (x;) = y;, (j=0,1,...,n),

SO ist CDgn) — q)én) € II,, ein Polynom mit den n + 1 Nullstellen xg, z1,..., 2,
= " — 3l = 0 (Fundamentalsatz der Algebra), ®\"(z) = &{"(z).

Bemerkung 1.6 (Horner—Schema)
Auswertung des Interpolationspolynoms mit je n Multiplikationen und Additionen:
<P(")(x) = Z ajxj =ag+ a1 + asx® + ... + a,z"
=0
= aot+x(ay+xz(aa+...+x(ap-1+za,) --))

Horner—Schema

Ay, Ap—q Ap—2 s Qo
x T ay, T (an-1 + zay,) e ()
‘ ap  Gp1 + XAy  Gpo + x(an_1 + TQy) e o= 00 (1)

Beispiel Auswertung von ®(z) = (z — 1)? = 2® — 322 + 3z — 1 an der Stelle z = 5:

1 -3 3 -1
5 5-1=5 5-2=10 52-13 =065

|1 —3+5=2 3+10=13 —1-+65=064=3a(5)

Algorithmus

p = an
forio=n:-1:1

| pi=ai1+a*p

Matlab—Code Speicherschema fiir Vektoren in Matlab (ag, as,...,a,) = a(l: (n+1))

p = a(n+l);
for i=n:-1:1,

p = a(i) + x x p;
end;




Bemerkung 1.7 (Elementarer Zugang)

Sei QD(")(QZ) = Zaixi mit den zunédchst unbekannten Koeffizienten ag,aq,...,a,. Die
i=0
Interpolationsbedingungen y; = ®™(x;), (j = 0,1,...,n) sind dquivalent zu dem line-

aren Gleichungssystem

2 n

1 zy x5 -+ 3 aop Yo
2 n

1 = xf -+ af ai Y1
1 2 n

Ty T x), an, Un

Losung mit dem Gaufischen Algorithmus, vgl. Abschnitt 2.1.

Ziel: Transformation in ein dquivalentes lineares Gleichungssystem mit Dreiecksgestalt

Schritt 1 Addiere Vielfache der 1. Zeile zu Zeilen 2,...,n 4 1 so, dass in der 1. Spalte
alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden:

2 n
o Zo cee Lo Qo Yo
2 2
0 T — g x] — T ! — x) a Y1 — Yo
O o 2 .2 . n __ ,n -
T, — X0 T — T Ty — X} an, Yn — Yo

Rechenaufwand: ~ n? Rechenoperationen zur Transformation von n Zeilen mit je n Spal-
ten

Schritt &k Addiere Vielfache der k-ten Zeile zu Zeilen k + 1,...,n + 1 so, dass in der
k-ten Spalte alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden.

Rechenaufwand: = (n + 1 — k)? Rechenoperationen zur Transformation von n + 1 — k
Zeilen mit je n + 1 — k Spalten

gesamt n Gauflschritte mit insgesamt

n n

Z(”—f—l—k)Q:Zl?:n(n+1)6(2n—|—1)

k=1 =1

Rechenoperationen.
3
n
Ergebnis: Rechenaufwand EY + O(n?) Rechenoperationen, wichst kubisch mit 7.

Bemerkung 1.8 (Landau—Symbole)

Sei g € R und g : I — R in einer Umgebung von z definiert. Gibt es fiir ein p € R,
p > 0 eine positive Konstante ¢ € R, so dass fiir alle x in einer hinreichend kleinen Um-
gebung von xg die Abschéatzung

l9(x)] < ¢ fo — ol

8



erfiillt ist, so schreibt man
g(x) = O0((x —x0)"), (7 — 20)

sprich: . g(z) ist groB O von (x — z)? “.
Beispiel sinz =0(z), (z—0)

Existiert lim ﬂ und ist lim ﬂ = 0, so schreibt man
z—zo (x — x0)P z—zo (x — x0)P
g(x) = o((x —x0)?), (x— x0)

sprich: , klein o“.

Beispiel /" =o(z), (z—0)

Entsprechend bedeutet
v(n) =0MP), (n— o0)

fiir eine Funktion v : N — R, dass fir alle n > ngy die Abschitzung |v(n)| < énP mit
einer gewissen positiven Konstanten ¢ € R erfiillt ist, und

v(n) =o(n?), (n—o0)

steht fir
i 2% .
n—oo NP

n(n+1)(2n + 1)

Beispiel v(n) =

Esgilt v(n) <n-2n-3n/6 =n3, also v(n) = O(n?®). Genauer gilt v(n) =n3/3 +w(n)
mit w(n) = 3n? + ¢n = O(n?), man schreibt kurz: v(n) =n?/3.

Bemerkung 1.9 (Klassische Polynominterpolation: Lagrange—Darstellung)

Elementarer Zugang aus Bemerkung 1.7 = Interpolationspolynom ®™ in monomialer
Basis {1,z,2%,...,2" }:

oM (z) = Z a;z’
=0

Lagrange—Darstellung
*"(z) = Y y;Ly" ()
j=0

mit den Lagrangeschen Basispolynomen

Oy T E (@) (@—m) e (@ wi) (B wi) (2= a)
S 11:[0 vy —xi (x5 —xo)(@j —m1) - (25 — i) (@5 — @) - (35 — @)
Yy



die die Interpolationsbedingungen

1 falls k=7,
L](a:k)zéka{ 0 SOHSt, (k:O,l,,n)
erfiillen.
Beispiel n=2, zp=—-1, 21 =0, 22 =1
A&
L(2)( ) (z = 0)(z -1 i +
0 (=1 —-0)(-1-1) . o
L(2)() _ (x+1)(z—1) I\ A+
' (0+1)(0—1) N ,
(o + 1)z —0) N o £
xXr — 1 A Z :
LY (x)
(I1+1)(1-0)

.ml_,:

.....

Dann gilt
Doy ivi(xr) = yp, (K=i+1,...,i4+1),
O ivimi(xk) = ye, (E=d,...,0+1—-1),
also
— ) Piy1, — (v —230)Pi i
(I)i 77777 i+l(x): (iL‘ $) +1,..., +l(x) (33 erl) yernst L 1(1’)’ (*)

Titl — X4

denn der rechts stehende Ausdruck erfiillt ®;
fiir k=i +1,...64+1—1.

ivi(xg) = yp fir k=4, fir k =i+ [ und

-----

Neville-Schema

T = @ X
0 Yo 0( ) ~__ _ (z—zo)y1—(z—21)yo
_— (I)Ol (LC) - T1—T0 T~
= ®
1 N 1(%) ™~ @12(I) _ (—z)ya—(z—22)y — OIQ(x) ™~
2 y2:q)2(x) _— ~__ ()
| e
_—

\ (I)n_l,n(x) = /
_—

Tn Yn = CI)n(I)
mit ®(x) = Pgy..p(z) .

10



Beispiel 1.11 (Polynominterpolation: Neville-Schema)

Idee Approximiere v/2 = 2'/2 durch ®®*(1/2) mit dem Interpolationspolynom ®® ¢ I,
zu (—1,1/2), (0,1) und (1,2).

Lagrange—Darstellung
2
2 1 1 2 1 2 1 2 1
)=yl =5 LG+ 117G +2- 1)

mit den Lagrangeschen Basispolynomen L? (z) aus Bemerkung 1.9.

J

Neville
1
L~ G105 5
R 0—(=1) P G-(D)-3-Gg-1-F
— G-02-(G-na 3 - =D 10
1 9 - 1-0 2 = 1.4375

Bemerkung 1.12 (Klassische Polynominterpolation: Newton—Darstellung)

Problem Neville-Schema erfordert O(n?) Rechenoperationen, ebenso die Auswertung
von 3 ij§n) (z), aber

Zajxj:a0+x(a1+x(a2+...+x(an_1+xan)---))
=0

kann mit O(n) Rechenoperationen ausgewertet werden.

gesucht Darstellung des Interpolationspolynoms, die man effizient bestimmen kann und
die mit Horner—artigem Schema ausgewertet werden kann.

Ansatz Es gilt

,,,,,




Fiir fr = f(xx) bezeichnet man diese dividierten Differenzen mit flz;, ..., x;y].

Rekursive Berechnung mittels Steigungsschema

(=0 =1 [=2 l=n
Zo f[%]:fo ~__ fi—fo
f[I0,$1]:
Ao ST g2,
I 1 Zo, L1, T2
T f[$17$2]=f2 ho —
T f / To — X1 . \
2 2 : flzo, ..., 2]
_—
™~ _—
Tn fn -
mit
= f hi—f
f[l’o,l‘l,xg]: L2 — 1 ZEl—l’o,

T2 — Zo
Newtonsche Darstellung

®(x) = flzo] + (7 — x0) flzo, 21] + (T — ) (¥ — 71) flo, 71, T2 + ... +

+(x—xo)(x — 1) (2 — 2py) flro, 21, ..., T

Newton—Horner—Schema

®(x) = flwo] + (v — 20) (fw0, 21] + (2 — 21) (fW0, 21, T2 + . ..
+ (x — o) (flro, 1, -, Tpa] + (2 — p1) flro, z1, .oy x0]) )

Beispiel vgl. Beispiel 1.11

1
B R et S
0 1 — 0_(_1) 2~ 1—% _1
~~ 2—1:1 - 1=(=1) 4
1 2 — 1-0

(z) = %+(x—(—1)).%jt(g;—(—l))(x_o)&:_+($+1).(_+x i)
q’(%) = %+(%+1)-(%+%&):%+;§:§

12



Bemerkung 1.12: Newton-Darstellung
Lagrangesche Basispolynome (vgl. Bemerkung 1.9)

(™)) = 7oz _ (@-wo) (—m) - (@-mig) (@—wiqq) - (@ —2n)
Ly () ilz—[O zj—x;  (zj—xo)(x;—z1) - (zj —wi_1)(xj — zip1) - (x5 — )
iFE]

Interpolationspolynom  (rekursive Definition)
D1, i@ =P 1@ (@ —z)(@—zq1) - (@ —xq-1) fiita

Koeffizientenvergleich in

— )b ) B O Y T
>, i_H(x):(z )P, ip1(x) — (@ — 24 )P; ip1—-1(2) )

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 1.8: Rekursive Bestimmung der f; 41 . ;4;: Beweisidee.

Algorithmen
Steigungsschema .
fori=n:—-1:0
a; ;== f;
forj=14+1:n
a; — a;_
a; = S !
Tj — Xy
Newton-Horner—Schema pi—a

foreo=n—1:-1:0
| pi=a;+ (x —x;)p

Satz 1.13 (Restglied der Polynominterpolation)
Sei f € C"a,b] und ® das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen

a<zrog<ri < ...<2,<b,
d. h. ®(x) = f(zx), (k=0,1,...,n). Dann gibt es zu jedem T € [a,b] ein £ € |a,b] mit

L f

= @ ) ).

13



Beweis Die Behauptung ist trivial fiir x = xy, (k=0,1,...,n).

Andernfalls betrachtet man

g(x) = f(z) = ®(z) = K(x = z0)(x — 1) -+~ (7 — @)

mit ~ -
o f@-0
(T —z0)(T— 1) (T — p)
Die Funktion g hat in [a, b] (mindestens) n+2 Nullstellen: zg, x1,. .., z,,Z. Nach dem Satz

von Rolle hat ¢’ mindestens n + 1 Nullstellen usw. und schlieBlich g+ (z) mindestens
eine Nullstelle ¢ € [a, b]. Wegen

0 = g™

dnJrlq)(aj) dn+1

n+1

= [ T |, N @ ((x—xo)(w—ml)"'(x—xn)> i
—_—
—0, da® € 11,

= [ ~ K- (n+1)!

(n+1)
/ () und hieraus die Behauptung.

fOlgt schheﬁlich K= m -

Bemerkung 1.14 (Wahl der Stiitzstellen)
a) Nach Satz 1.13 sollte man die Stiitzstellen moglichst so wéhlen, dass

m[a>§] |(z — x0)(z — 1) -+ - (x — )| — min
xE|a,

Typische Stiitzstellen:

h—
e dquidistant: z; := a + jh, Schrittweite h := ¢
n
e Tschebyscheff-Stiitzstellen: [a,b] = [—1, 1]
(27 + )7 :
xj i= COS 12 (7=0,1,...,n)

b) Zu jeder Folge von Stiitzstellen ldsst sich ein f € Cfa,b] angeben, so dass die zu-
gehorige Folge der Interpolationspolynome nicht gleichméfig konvergiert (Satz von

Faber).

c) Praktische Erfahrung: Polynome hohen Grades neigen zu Oszillationen und sollten

vermieden werden.

Beispiel 1.15 (Funktion von Runge)
Aquidistante Stiitzstellen sind ungeeignet zur Interpolation der Funktion von Runge
1
=1
(vgl. Abb. 1.9, 1.10 und 1.11). Bessere Ergebnisse fiir Tschebyscheff-Stiitzstellen (vgl.
Abb. 1.12 und 1.13).

(z €[-5,5])
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Beispiel 1.15: Funktion von Runge

Beispiel m =2, zo=-5, z1 =0, z2=5
y=1/(1+22), (j=0,1,2)

o) =1/(1 +x2), Knoten: 3 (aequidistant) o) =1/(1 +x2), Knoten: 3 (aequidistant)
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Abbildung 1.9: Interpolation der Funktion von Runge: ®®)(z), Stiitzstellen #quidistant.

Beispiel 1.15: Funktion von Runge (ll)

Beispiel n=6, z; =-5+10;5/6, (j=0,1,...,6)
y=1/(1422), (=0,1,...,6)

) =1/(1 +x2), Knoten: 7 (aequidistant) ) =1/(1 +x2), Knoten: 7 (aequidistant)
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Abbildung 1.10: Interpolation der Funktion von Runge: ®(©)(z), Stiitzstellen dquidistant.
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Beispiel 1.15: Funktion von Runge (lll)

Beispiel n =8, z; =-5+105/8, (j=0,1,...,8)
yj=1/(1+m?), (j=0,1,...,8)

fx) =1/(1 +x2), Knoten: 9 (aequidistant) fx) =1/(1 +x2), Knoten: 9 (aequidistant)
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Abbildung 1.11: Interpolation der Funktion von Runge: ®®)(z), Stiitzstellen dquidistant.

Beispiel 1.15: Funktion von Runge (IV)

Beispiel n =26, mj:5cosw,(j20,l,...,6)
yi=1/1+23), (j=0,1,...,6)

f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 7 (Tschebyscheff) f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 7 (Tschebyscheff)
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Abbildung 1.12: Interpolation der Funktion von Runge: ®()(z), Tschebyscheff-Stiitzstel-
len.
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Beispiel 1.15: Funktion von Runge (V)

e 2j+1 .
Beispiel n =38, Jy:SCOS%,(]IO,l,...,S)
yy=1/(1+237), (j=0,1,...,8)

f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 9 (Tschebyscheff) f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 9 (Tschebyscheff)
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Abbildung 1.13: Interpolation der Funktion von Runge: ®®(z), Tschebyscheff-Stiitzstel-
len.
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