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Hinweis Dieses Vorlesungsskript ist ausschliefflich fiir den persénlichen Gebrauch der
Horerinnen und Horer der Lehrveranstaltung ,, Grundkurs Numerische Mathematik (Mo-
dul M4) fiir Fachrichtungen Bio-Informatik und Lehramt“ (Wintersemester 2007/08) an
der Martin—Luther—Universitit Halle-Wittenberg bestimmt.
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1 Einfithrung

1.1 Grundlagen
Bemerkung 1.1 (Numerische Mathematik)

a) Im engeren Sinn: zahlenmiflige Auswertung mathematischer Zusammenhénge

z. B. e Losung von linearen und nichtlinearen Gleichungssystemen

e Numerische Integration und Differentiation

Néherungsweise Auswertung reeller Funktionen
e Numerische Losung von Differentialgleichungen

e Numerische Losung von Optimierungsproblemen

b) Typisches Ziel: Néherungen fiir die exakte Losung eines mathematischen Pro-
blems, deren Fehler beliebig klein gemacht werden kann und fiir die verldssliche
Fehlerschranken vorliegen.

c) praktisch: wesentliche Komponente des Wissenschaftlichen Rechnens (engl.: scien-
tific computing): Computersimulation auf der Grundlage mathematischer Modelle
in den Anwendungswissenschaften: Naturwissenschaften, Ingenieurwissenschaften,
Medizin, Wirtschaftswissenschaften.

- ., i

Bemerkung 1.2 (Entwicklung der Rechentechnik)

e Entwicklung der Numerik untrennbar verkniipft mit Entwicklung der Rechentechnik

e Grundlagen: verstdrkt ab 18. Jahrhundert



Bemerkung 1.2: Entwicklung der Rechentechnik
i
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Abbildung 1.1: Klassische Rechentechnik.

Bemerkung 1.2: Entwicklung der Rechentechnik (Il)

Hitachi SR8000-F1
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Abbildung 1.2: Moderner Hochleistungsrechner am LRZ Miinchen.




e 1941 73 (K. Zuse)
1946  ENIAC (J. v. Neumann)
1958  erster Mikrochip
1967  erster Taschenrechner
1976  Home—Computer ,, Apple”
1981  erster Personal Computer (PC)
heute: leistungsfahige Arbeitsplatzrechner (PC, Workstation)
Vektor- und Parallelrechner fiir High performance computing

e seit 1971: Anzahl der elementaren Transistorfunktionen je Sekunde verdoppelt sich
etwa nach jeweils 18 Monaten

Bemerkung 1.3 (Literatur)
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Berlin, 2002.

A. Quarteroni, R. Sacco, and F. Saleri. Numerische Mathematik 2. Springer—Verlag,
Berlin, 2002.

G.H. Golub and Ch.F. van Loan. Matriz Computations. The Johns Hopkins University
Press, Baltimore London, 3rd edition, 1996.

1.2 Klassische Polynominterpolation

Bemerkung 1.4 (Problemstellung)

geg.: n+ 1 Stitzpunkte (x;,y;), (7 =0,1,...,n) mit Stitzstellen x; und Stitzwerten y;,

zwischen denen ein (oft auch nur vermuteter) funktionaler Zusammenhang besteht:
y; = f(z;), (7 =0,1,...,n). Praktisch oft: Messdaten y,

ges.: Polynom ®™(z) hochstens n-ten Grades, das die n + 1 Interpolationsbedingungen

yj:@(")(xj), (7=0,1,...,n)

erfiillt.



Bemerkung 1.4: Polynominterpolation

Beispiel n=2, 20=0, z1=1/2, zo=1
yj=Siﬂ7r:Ej,(j:O,1,2)

f(x) = sin(nx), Knoten: 3 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 3 (aequidistant)
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Abbildung 1.3: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(z) = sinma, (z € [0,1]).

Beispiel Tabellierte Daten, z. B.
n=1, f(r) =e", xyg = 0.45, 1 = 0.46, yo = 1.5683 ~ exp(0.45), y; = 1.5841 ~ exp(0.46)

Lineare Interpolation

— 045
~ dW (1) = 1.5683 + —— > (15841 — 1.5683
exp(z) (z) + 046 = 045" )
Beispiel 44
dM(0.454) = 1.5746
A5 |
A S =




Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (ll)

Beispiel n=3, 20=0, z21=1/3, 220=2/3, z3=1
yj=Sin7T:l?j,(j:0,1,2,3)

f(x) = sin(nx), Knoten: 4 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 4 (aequidistant)
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Abbildung 1.4: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(x) = sinwz, (x € [0,1]).

Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (lll)

Beispiel n=4, 20=0, z1=1/4, z2=1/2, 23 =3/4, za=1
y; =sinnwz;, (7 =0,1,2,3,4)

f(x) = sin(nx), Knoten: 5 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 5 (aequidistant)
2 10

15

1

'

Interpolationsfehler
5

- 05
Os >
10°
05
-1 10°®
0 05 1 0 05 1
X X

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 1.5: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(x) = sinwz, (x € [0,1]).



Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (V)

Beispiel n=5, z;=3/5, (j=0,1,2,3,4,5)
y; =sinmz;, (7 =0,1,2,3,4,5)

f(x) = sin(nx), Knoten: 6 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 6 (aequidistant)
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Abbildung 1.6: Interpolationspolynom ®®(z) zu f(x) = sinwz, (x € [0,1]).

Bemerkung 1.4: Polynominterpolation (V)

Beispiel n=6, z;=3/6, (j=0,1,2,3,4,5,6)
y; = sinmx;, (7=0,1,2,3,4,5,6)

f(x) = sin(nx), Knoten: 7 (aequidistant) of(9) = sin(nx), Knoten: 7 (aequidistant)
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Abbildung 1.7: Interpolationspolynom ®© (z) zu f(x) = sinmz, (x € [0,1]).



Bemerkung 1.5 (Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms)

Sind die Stiitzstellen zq, x1, ..., z, paarweise voneinander verschieden, so ist das Inter-

polationspolynom ® (z) aus Bemerkung 1.4. eindeutig bestimmt, denn gilt fiir zwei

Polynome (IDY”), @én) e 1I,

o () = (x;) = y;, (j=0,1,...,n),

SO ist CDgn) — q)én) € II,, ein Polynom mit den n + 1 Nullstellen xg, z1,..., 2,
= " — 3l = 0 (Fundamentalsatz der Algebra), ®\"(z) = &{"(z).

Bemerkung 1.6 (Horner—Schema)
Auswertung des Interpolationspolynoms mit je n Multiplikationen und Additionen:
<P(")(x) = Z ajxj =ag+ a1 + asx® + ... + a,z"
=0
= aot+x(ay+xz(aa+...+x(ap-1+za,) --))

Horner—Schema

Ay, Ap—q Ap—2 s Qo
x T ay, T (an-1 + zay,) e ()
‘ ap  Gp1 + XAy  Gpo + x(an_1 + TQy) e o= 00 (1)

Beispiel Auswertung von ®(z) = (z — 1)? = 2® — 322 + 3z — 1 an der Stelle z = 5:

1 -3 3 -1
5 5-1=5 5-2=10 52-13 =065

|1 —3+5=2 3+10=13 —1-+65=064=3a(5)

Algorithmus

p = an
forio=n:-1:1

| pi=ai1+a*p

Matlab—Code Speicherschema fiir Vektoren in Matlab (ag, as,...,a,) = a(l: (n+1))

p = a(n+l);
for i=n:-1:1,

p = a(i) + x x p;
end;




Bemerkung 1.7 (Elementarer Zugang)

Sei QD(")(QZ) = Zaixi mit den zunédchst unbekannten Koeffizienten ag,aq,...,a,. Die
i=0
Interpolationsbedingungen y; = ®™(x;), (j = 0,1,...,n) sind dquivalent zu dem line-

aren Gleichungssystem

2 n

1 zy x5 -+ 3 aop Yo
2 n

1 = xf -+ af ai Y1
1 2 n

Ty T x), an, Un

Losung mit dem Gaufischen Algorithmus, vgl. Abschnitt 2.1.

Ziel: Transformation in ein dquivalentes lineares Gleichungssystem mit Dreiecksgestalt

Schritt 1 Addiere Vielfache der 1. Zeile zu Zeilen 2,...,n 4 1 so, dass in der 1. Spalte
alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden:

2 n
o Zo cee Lo Qo Yo
2 2
0 T — g x] — T ! — x) a Y1 — Yo
O o 2 .2 . n __ ,n -
T, — X0 T — T Ty — X} an, Yn — Yo

Rechenaufwand: ~ n? Rechenoperationen zur Transformation von n Zeilen mit je n Spal-
ten

Schritt &k Addiere Vielfache der k-ten Zeile zu Zeilen k + 1,...,n + 1 so, dass in der
k-ten Spalte alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden.

Rechenaufwand: = (n + 1 — k)? Rechenoperationen zur Transformation von n + 1 — k
Zeilen mit je n + 1 — k Spalten

gesamt n Gauflschritte mit insgesamt

n n

Z(”—f—l—k)Q:Zl?:n(n+1)6(2n—|—1)

k=1 =1

Rechenoperationen.
3
n
Ergebnis: Rechenaufwand EY + O(n?) Rechenoperationen, wichst kubisch mit 7.

Bemerkung 1.8 (Landau—Symbole)

Sei g € R und g : I — R in einer Umgebung von z definiert. Gibt es fiir ein p € R,
p > 0 eine positive Konstante ¢ € R, so dass fiir alle x in einer hinreichend kleinen Um-
gebung von xg die Abschéatzung

l9(x)] < ¢ fo — ol

8



erfiillt ist, so schreibt man
g(x) = O0((x —x0)"), (7 — 20)

sprich: . g(z) ist groB O von (x — z)? “.
Beispiel sinz =0(z), (z—0)

Existiert lim ﬂ und ist lim ﬂ = 0, so schreibt man
z—zo (x — x0)P z—zo (x — x0)P
g(x) = o((x —x0)?), (x— x0)

sprich: , klein o“.

Beispiel /" =o(z), (z—0)

Entsprechend bedeutet
v(n) =0MP), (n— o0)

fiir eine Funktion v : N — R, dass fir alle n > ngy die Abschitzung |v(n)| < énP mit
einer gewissen positiven Konstanten ¢ € R erfiillt ist, und

v(n) =o(n?), (n—o0)

steht fir
i 2% .
n—oo NP

n(n+1)(2n + 1)

Beispiel v(n) =

Esgilt v(n) <n-2n-3n/6 =n3, also v(n) = O(n?®). Genauer gilt v(n) =n3/3 +w(n)
mit w(n) = 3n? + ¢n = O(n?), man schreibt kurz: v(n) =n?/3.

Bemerkung 1.9 (Klassische Polynominterpolation: Lagrange—Darstellung)

Elementarer Zugang aus Bemerkung 1.7 = Interpolationspolynom ®™ in monomialer
Basis {1,z,2%,...,2" }:

oM (z) = Z a;z’
=0

Lagrange—Darstellung
*"(z) = Y y;Ly" ()
j=0

mit den Lagrangeschen Basispolynomen

Oy T E (@) (@—m) e (@ wi) (B wi) (2= a)
S 11:[0 vy —xi (x5 —xo)(@j —m1) - (25 — i) (@5 — @) - (35 — @)
Yy



die die Interpolationsbedingungen

1 falls k=7,
L](a:k)zéka{ 0 SOHSt, (k:O,l,,n)
erfiillen.
Beispiel n=2, zp=—-1, 21 =0, 22 =1
A&
L(2)( ) (z = 0)(z -1 i +
0 (=1 —-0)(-1-1) . o
L(2)() _ (x+1)(z—1) I\ A+
' (0+1)(0—1) N ,
(o + 1)z —0) N o £
xXr — 1 A Z :
LY (x)
(I1+1)(1-0)

.ml_,:

.....

Dann gilt
Doy ivi(xr) = yp, (K=i+1,...,i4+1),
O ivimi(xk) = ye, (E=d,...,0+1—-1),
also
— ) Piy1, — (v —230)Pi i
(I)i 77777 i+l(x): (iL‘ $) +1,..., +l(x) (33 erl) yernst L 1(1’)’ (*)

Titl — X4

denn der rechts stehende Ausdruck erfiillt ®;
fiir k=i +1,...64+1—1.

ivi(xg) = yp fir k=4, fir k =i+ [ und

-----

Neville-Schema

T = @ X
0 Yo 0( ) ~__ _ (z—zo)y1—(z—21)yo
_— (I)Ol (LC) - T1—T0 T~
= ®
1 N 1(%) ™~ @12(I) _ (—z)ya—(z—22)y — OIQ(x) ™~
2 y2:q)2(x) _— ~__ ()
| e
_—

\ (I)n_l,n(x) = /
_—

Tn Yn = CI)n(I)
mit ®(x) = Pgy..p(z) .

10



Beispiel 1.11 (Polynominterpolation: Neville-Schema)

Idee Approximiere v/2 = 2'/2 durch ®®*(1/2) mit dem Interpolationspolynom ®® ¢ I,
zu (—1,1/2), (0,1) und (1,2).

Lagrange—Darstellung
2
2 1 1 2 1 2 1 2 1
)=yl =5 LG+ 117G +2- 1)

mit den Lagrangeschen Basispolynomen L? (z) aus Bemerkung 1.9.

J

Neville
1
L~ G105 5
R 0—(=1) P G-(D)-3-Gg-1-F
— G-02-(G-na 3 - =D 10
1 9 - 1-0 2 = 1.4375

Bemerkung 1.12 (Klassische Polynominterpolation: Newton—Darstellung)

Problem Neville-Schema erfordert O(n?) Rechenoperationen, ebenso die Auswertung
von 3 ij§n) (z), aber

Zajxj:a0+x(a1+x(a2+...+x(an_1+xan)---))
=0

kann mit O(n) Rechenoperationen ausgewertet werden.

gesucht Darstellung des Interpolationspolynoms, die man effizient bestimmen kann und
die mit Horner—artigem Schema ausgewertet werden kann.

Ansatz Es gilt

,,,,,




Fiir fr = f(xx) bezeichnet man diese dividierten Differenzen mit flz;, ..., x;y].

Rekursive Berechnung mittels Steigungsschema

(=0 =1 [=2 l=n
Zo f[%]:fo ~__ fi—fo
f[I0,$1]:
Ao ST g2,
I 1 Zo, L1, T2
T f[$17$2]=f2 ho —
T f / To — X1 . \
2 2 : flzo, ..., 2]
_—
™~ _—
Tn fn -
mit
= f hi—f
f[l’o,l‘l,xg]: L2 — 1 ZEl—l’o,

T2 — Zo
Newtonsche Darstellung

®(x) = flzo] + (7 — x0) flzo, 21] + (T — ) (¥ — 71) flo, 71, T2 + ... +

+(x—xo)(x — 1) (2 — 2py) flro, 21, ..., T

Newton—Horner—Schema

®(x) = flwo] + (v — 20) (fw0, 21] + (2 — 21) (fW0, 21, T2 + . ..
+ (x — o) (flro, 1, -, Tpa] + (2 — p1) flro, z1, .oy x0]) )

Beispiel vgl. Beispiel 1.11

1
B R et S
0 1 — 0_(_1) 2~ 1—% _1
~~ 2—1:1 - 1=(=1) 4
1 2 — 1-0

(z) = %+(x—(—1)).%jt(g;—(—l))(x_o)&:_+($+1).(_+x i)
q’(%) = %+(%+1)-(%+%&):%+;§:§

12



Bemerkung 1.12: Newton-Darstellung
Lagrangesche Basispolynome (vgl. Bemerkung 1.9)

(™)) = 7oz _ (@-wo) (—m) - (@-mig) (@—wiqq) - (@ —2n)
Ly () ilz—[O zj—x;  (zj—xo)(x;—z1) - (zj —wi_1)(xj — zip1) - (x5 — )
iFE]

Interpolationspolynom  (rekursive Definition)
D1, i@ =P 1@ (@ —z)(@—zq1) - (@ —xq-1) fiita

Koeffizientenvergleich in

— )b ) B O Y T
>, i_H(x):(z )P, ip1(x) — (@ — 24 )P; ip1—-1(2) )
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Abbildung 1.8: Rekursive Bestimmung der f; 41 . ;4;: Beweisidee.

Algorithmen
Steigungsschema .
fori=n:—-1:0
a; ;== f;
forj=14+1:n
a; — a;_
a; = S !
Tj — Xy
Newton-Horner—Schema pi—a

foreo=n—1:-1:0
| pi=a;+ (x —x;)p

Satz 1.13 (Restglied der Polynominterpolation)
Sei f € C"a,b] und ® das Interpolationspolynom zu den Stiitzstellen

a<zrog<ri < ...<2,<b,
d. h. ®(x) = f(zx), (k=0,1,...,n). Dann gibt es zu jedem T € [a,b] ein £ € |a,b] mit

L f

= @ ) ).

13



Beweis Die Behauptung ist trivial fiir x = xy, (k=0,1,...,n).

Andernfalls betrachtet man

g(x) = f(x) = P(z) — K(x —zo)(x —21) -+ (= — )

mit ~ ~
e @ -0
(Z —20) (T — 1)+ (T — 2p)
Die Funktion ¢ hat in [a, b] (mindestens) n+2 Nullstellen: xg, z1, ..., x,, Z. Nach dem Satz

von Rolle hat ¢’ mindestens n + 1 Nullstellen usw. und schlieBlich ¢"*!(z) mindestens
eine Nullstelle ¢ € [a, b]. Wegen

0 = ")

= 70

B dn+1q)(x) dn+1

drnt1 o dantl

—_———
=0, da® e1Il,

((x —xo)(x—x1) - ( — :cn)>

r=¢

= fOHE) - K- (n+1)!

Fo(E)

folgt schliefllich K = CESN

und hieraus die Behauptung. =

Bemerkung 1.14 (Wahl der Stiitzstellen)

a) Nach Satz 1.13 sollte man die Stiitzstellen moglichst so wéihlen, dass

m[a)g} |(x — x0)(z — 1) -+ (x — 2,)| — min
z€]a,

Typische Stiitzstellen:

h—
o dquidistant: z; := a + jh, Schrittweite h := a
n
e Tschebyscheff-Stiitzstellen: [a,b] = [—1,1]
(2j+ 1) ,
Tj 1= COS 12 (7=0,1,...,n)

b) Zu jeder Folge von Stiitzstellen ldsst sich ein f € Cfa,b] angeben, so dass die zu-
gehorige Folge der Interpolationspolynome nicht gleichméfig konvergiert (Satz von
Faber).

c) Praktische Erfahrung: Polynome hohen Grades neigen zu Oszillationen und sollten
vermieden werden.

Beispiel 1.15 (Funktion von Runge)
Aquidistante Stiitzstellen sind ungeeignet zur Interpolation der Funktion von Runge
f@) =

(vgl. Abb. 1.9, 1.10 und 1.11). Bessere Ergebnisse fiir Tschebyscheff-Stiitzstellen (vgl.
Abb. 1.12 und 1.13).

, (ze[=5,9])

14



Beispiel 1.15: Funktion von Runge

Beispiel m =2, zo=-5, z1 =0, z2=5
y=1/(1+22), (j=0,1,2)

o) =1/(1 +x2), Knoten: 3 (aequidistant) o) =1/(1 +x2), Knoten: 3 (aequidistant)
2
15 10°
o
1 :at:_) »
210
- 05 )
©
o
ot » 5
£ 10"
-05
-1 10°
-5 0 5 -5 0 5
X X
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Abbildung 1.9: Interpolation der Funktion von Runge: ®®)(z), Stiitzstellen #quidistant.

Beispiel 1.15: Funktion von Runge (ll)

Beispiel n=6, z; =-5+10;5/6, (j=0,1,...,6)
y=1/(1422), (=0,1,...,6)

) =1/(1 +x2), Knoten: 7 (aequidistant) ) =1/(1 +x2), Knoten: 7 (aequidistant)
2
15 10°
8
1 :“‘:_’ »
210
~ 05 2
©
o
of b 5
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-05
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-5 0 5 -5 0 5
X X

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 1.10: Interpolation der Funktion von Runge: ®(©)(z), Stiitzstellen dquidistant.
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Beispiel 1.15: Funktion von Runge (lll)

Beispiel n =8, z; =-5+105/8, (j=0,1,...,8)
yj=1/(1+m?), (j=0,1,...,8)

fx) =1/(1 +x2), Knoten: 9 (aequidistant) fx) =1/(1 +x2), Knoten: 9 (aequidistant)
2
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5 N
1 il
2 107
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Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 1.11: Interpolation der Funktion von Runge: ®®)(z), Stiitzstellen dquidistant.

Beispiel 1.15: Funktion von Runge (IV)

Beispiel n =26, mj:5cosw,(j20,l,...,6)
yi=1/1+23), (j=0,1,...,6)

f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 7 (Tschebyscheff) f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 7 (Tschebyscheff)
2
15 10°
ko
1 :5 »
@ 10
- 05 2
©
[=]
0 2
[J] -
£ 10"
-0.5
1 10°
-5 0 5 -5 0 5
X X

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 1.12: Interpolation der Funktion von Runge: ®()(z), Tschebyscheff-Stiitzstel-
len.
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Beispiel 1.15: Funktion von Runge (V)

Beispiel n=8, z;=5cosZFNT (j=0,1,...,8)
y=1/(1+22), (j=0,1,...,8)

f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 9 (Tschebyscheff) f(x) = 1/(1+x2), Knoten: 9 (Tschebyscheff)
2
15 10°
8
1 :5 »
@ 10
- 05 2
©
[}
0 =3
[5] -
£ 10"
-05
1 10°
-5 0 5 -5 0 5
X X

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 1.13: Interpolation der Funktion von Runge: ®®(z), Tschebyscheff-Stiitzstel-
len.

2 Lineare Gleichungssysteme

2.1 GaufBlscher Algorithmus

Bemerkung 2.1 (Aufgabenstellung)

geg: AeR™™ beR" n=10"...10"

ges.. Losung x des linearen Gleichungssystems Ax = b

formal z = A~'b, numerisch ungeeignet (Rechenaufwand zur Auswertung von A~1)

Losbarkeit 2 € R™ genau dann eindeutig bestimmt, wenn A regulér

n =2,n =3 Losung mittels Cramerscher Regel

Bemerkung 2.2 (Lineare Netzwerkmodelle)

Modellbildung komplexer Systeme (Technik, Umwelt)
Basisbausteine, verkniipft durch Ein-/Ausgangsbezichungen und Erhaltungsgrofien
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Beispiel elektrische Schaltungen, Chip-Design

SN [ |0 N N~ .
L. Ek Basisbaustein: Widerstand
il [T Ohmsches Gesetz
_i_ = T-_—1 ,_1 UZ:RzIZ, (221,2,,6)
a3 4 ;'..'; ...;,_I._.‘ -__—J | :
o T
N e
A ; o
A1, '
'I_...-\.\
()

1. Kirchhoffsche Regel
In jedem Knoten: Summe der zuflieBenden gleich Summe der abflieBenden Stréme

2. Kirchhoffsche Regel
In jeder Masche: Summe der Spannungsabfille gleich Summe der Quellspannungen

Ergebnis Lineares Gleichungssystem

D 1 0 -1 1 0 0 ; 0
©) 0 -1 1 0 -1 0 ! 0
® -1 1 0 0 0 1 h 0
@ o 0 o0 -1 1 -1 sl o
(D, ®,®] R, 0 0 —Ri 0 Ry L |vu
(2,3),®] 0 Ry, 0 0 —R; —Re I, 0
[@7@7@] 0 0 Rs Ry Rs O I 0
[@7@7@] Ry Ry, Ry O 0 0 U

Streicht man die redundanten Gleichungen @ = —@ — @ — @ und

(D,@.0]=10,®,0]+[@.03,@]+[0,0,®],

so ergibt sich Az = bmit A € RS o= (I}, I,,...,Is)" € R®, b=(0,0,0,U,0,0)" € RS,

Beachte

e Anteil der Nichtnullelemente in A gering = ,schwach besetzte* Matrizen

e Position der Nichtnullelemente a;; in A ergibt sich aus der sog. Topologie der Schal-
tung

18



Bemerkung 2.3 (Gestaffelte Gleichungssysteme)

Spezialfall

d. h., rii%O, Tij:O, (121,,71, jzl,,l—1>
1121 + r12%2 + A T, = 21 )
7999 + .+ TonTy — 29
Rz ==z
Tnndn = Zn
)
Beispiel
101’1— 7$2+ 0'563: 7
6.2 13 = 6.2
6.2 25—-5-1 T+T7-(—1)
BT T 2.5 i 10
r=(0,-1,1)" Riickwartssubstitution
allgemein
Zi — Z Tz'jJIj
fn= . p=— T (i=n—1n-2, ...
T'nn T
Algorithmus

fori=n:-1:1
s:i=z
forj=(G+1):n
| s:=s5— 1z,

x; = 8/ry

Matlab—Code

Rx = z mit reguldrer oberer Dreiecksmatrix R = (r;;) € R™*",

X=
x(n) =
for i=n-1:-1:1,

end;

zeros(size(z));
z(n)/r(n,n);

x(i) = ( z(i) - r(i,i+1:n) * x(i+1:n) ) / r(i,i);
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analog Lz = z mit regulédrer unterer Dreiecksmatrix L = (I;;) € R™*",
d.h,l; #0,0l;=0,(i=1,...,n; j=i+1,...,n) = ,Vorwirtssubstitution“.

Bemerkung 2.4 (Gauf3scher Algorithmus)

Idee Gleichungssystem Ax =0 in dquivalentes gestaffeltes Gleichungssystem umfor-
men durch

e Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl,
e Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung und / oder

e Vertauschung von Gleichungen.

Beispiel
10x; — Tx9 =17
—3x1 + 229 + 623 = 4
5r1 — To + dx3 = 6

Schritt & Addiere Vielfache der k-ten Gleichung zu den Gleichungen k+ 1, ... ,n, so
dass in der k-ten Spalte unterhalb der Hauptdiagonale die Nichtnullelemente eliminiert
werden ~- engl.: Gaussian elimination

k=1
10513'1 — 7.%’2 = 7
H’:—i—%*l—i—ﬂ : — 0.1z + 623 = 6.1
1’ = —1% « [+ 111 : 2.5z + dx3 = 2.5
k=2
101’1 — 7332 = 7
1" = +25 11" + 111" : 15523 = 155

Riicksubstitution = z = (0, —1,1)".

Problem Hauptdiagonalelement agz) = 0 im k-ten Eliminationsschritt

Lésung Vertauschung der k-ten Gleichung mit einer der Gleichungen £+ 1, ... ,n so,
dass Pivotelement a,ﬁ) # 0 (stets moglich, falls A regulér).

Strategie Bestimme im k-ten Eliminationsschritt p € {k, k+1, ... ,n} so, dass
jal)| = max { |af)| : l=Fk, k+1,...,n}
und vertausche k-te und p-te Gleichung = (Spalten)—Pivotisierung

~» auch vorteilhaft zur Verringerung des Einflusses von Rundungsfehlern

20



Beispiel £ = 2, tausche Gleichungen 11" = IIT’

10131 — 7372 = 7
' =111 2.5z + brg = 2.5
o =1 : — 0.1z + 623 = 6.1
1OZL‘1 — 7[E2 =7
2‘5[E2 —I— 51’3 = 25
M = +L 10 + 10 : 6.215 = 6.2
Algorithmus
fork=1:n-1
pi=k; s:=|au
fori=k+1:n
| if |ag| > s then p:=1i; s:=|a;]
forj=k:n
| s:=ak;; agj = apj; Gy =5

fori=k+1:n

Lig, == az‘k/akk§

s:="0by; by:=0b,; b, =5

bi = bz—lzkbk
forj=k+1:n
| ay = ai; —

Lit - ag;

Bemerkung 2.5 (LU-Zerlegung)

k-ter Eliminationsschritt
AR s AL i

k-1 n—k+1
k-1

Ak — 7
n—k+1

1
1
A(k-‘rl) — 1
~lpg1r 1
_ln,k:

21
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Bemerkung 2.4: Gauldscher Algorithmus

fork=1:n-—1

=k; s:=|apl
fori=k4+1:n

| if |a;p| > s then p:=1; s:= |a;l
for j=k:n

‘s:=akj; agj 1= apj; Qpj =S
s:=by,;, bp:=bp, bp:=s
fori=k+1:n

lig '= aix/akk;

bi::bi_lik'bk

for j=k+1:n

’ ajj = agj — lig - ag;

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 2.1: Gaufischer Algorithmus.

mit

L® = 0 , AV = A A™ = U (obere Dreiecksmatrix),
lkt1k O

Lok 0
(]—L(”_l))---(I—L(l))A: .

Auflésen nach A
A=LU mit L:=T-LW) ... (1—-1pr)=1

Wegen LOLY) =0, (i < j), ist

I—LNI+LN=T-LO+ 1O =] = (I-LY)=T+LY),
AuBerdem erhilt man (I + LOY(I + LYW) =T+ LO + LW (i< j), also insgesamt
L=T+LW)y (I +L ) =714+L0 4 L@ 1 4 LY untere Dreiecksmatrix.
Ergebnis Gauf3—Algorithmus berechnet LU-Zerleqgung von A: A = L -U mit der obe-
ren Dreiecksmatrix U aus dem gestaffelten linearen Gleichungssystem und der unteren

Dreiecksmatrix L, die die Eliminationskoeffizienten [;; enthélt und deren Hauptdiagonal-
elemente = 1 sind.
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praktisch Abspeicherung der Nicht—Diagonalelemente von L unterhalb der Hauptdia-
gonalen von A.

Pivotisierung Spaltenpivotisierung = LU = PA mit Permutationsmatrix P

Beispiel wie oben

1 00 10 =7 0 1 0 0 10 =7 0

0 01 -3 2 6 | = 1/2 1 0 0 25 5

010 o —1 5 -3/10 —1/25 1 0 0 6.2
P A L U

Losung linearer Gleichungssysteme

Schritt 1 Berechne mittels Gaufi—Algorithmus mit Spaltenpivotisierung die LU-Zer-
legung PA=LU.
Fiir jede rechte Seite:  Schritt 2 Vorwirtssubstitution
Ly=Pb ~ y
Schritt 3 Riickwértssubstitution
Ur=y ~ =z

Software e Matlab-Kommando 1u

e LAPACK (FORTRAN, C), iiber http://www.netlib.org
DGETRF, DGETRS

Rechenaufwand Gemessen in flops ... Floating point operations
(1 Gleitpunktaddition, 1 Gleitpunktmultiplikation)

Schritt 1 %3 + O(n?) Rechenoperationen, vgl. Bemerkung 1.7

Schritt 2+3  jeweils %2—1—(’)(71) Rechenoperationen = n?+O(n) Rechenoperationen
pro linearem Gleichungssystem

Bemerkung 2.6 (Symmetrische Koeffizientenmatrizen, Cholesky—Zerlegung)
Wichtiger Spezialfall: Az = b mit A = AT, insbesondere auch symmetrische, positiv de-
finite Koeffizientenmatrizen A, d. h.

z'Ar >0, (z€R*\{0}).

A= AT GauB-Algorithmus ohne Pivotisierung ~ A= L-U

Sei D := diag u; = D~'U ist obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonalelementen = 1.
1<i<n

AT =(L-D-D'U)" =(D'U)"'DL"T

Aus der Eindeutigkeit der LU-Zerlegung (!) folgt DU = LT, also A = LDL".
Berechnung mit %3 + O(n?) Rechenoperationen méglich.

Pivotisierung: gleichzeitiger Zeilen- und Spaltentausch, um Symmetrie zu erhalten.
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A symmetrisch, positiv definit Man zeigt, dass der Gaufi-Algorithmus ohne Pivo-
tisierung stets durchfiihrbar ist. Wegen 0 < y' Ay fiir y:= (L") o ist

0 <y Ay= (L) "a) (LDLT)(LT) "2) = (LT(LT)'2) ' DILT(LT) "a) =« Da.

also ist auch D positiv definit: D = diag d; mit d; > 0.

1<i<n

Cholesky—Zerlegung von A

A=LLT mit L:=L-DY*, DY?=diag,\/d;

a1 aipz -+ Aip l:11 . Zn 5:21 l:m
Q21 Qg2 -+ A2y B lor oo log -+ lno
Qp1 Ap2 - Qpp an an Znn Znn
Algorithmus
fork=1:n
k—
N 1/2
Ly = (akk Z )
Jj=
fori=(k+1):n
k—1
b= (0w = D bilhy ) / e
j=1

Vorwirts- / Riickwirtssubstitution ) )
wie im allgemeinen Fall, beachte jedoch, dass nur L, nicht LT abgespeichert wird.

Rechenaufwand ”Tf + O(n?) Rechenoperationen, n Quadratwurzeln

2.2 Lineare Ausgleichsrechnung

Bemerkung 2.7 (Methode der kleinsten Quadrate)

geg.: AeR™" m>n, rank(A)=n, beR"
ges.: ,Losung“ z € R" von Az =b

Methode der kleinsten Quadrate (GauB)

Da i. Allg. keine klassische Lésung x € R™ mit Az —b =0 existiert, sucht man als
verallgemeinerte Lésung ein x € R™ so, dass

||Az — b||; — min . (%)
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m

1/2
Hierbei bezeichnet |[v]y := VoTv = (Z U-2) die euklidische Vektornorm des Vektors

[
i=1

v=(v;)%, € R™, vgl. Abschnitt 3.2.

Eigenschaft: Fiir Vektoren y = (y;) € R", z = (z;) € R™" gilt

Y2 _ - 2 m_nz_ 2 2
()2 - > v+ 3 = ol + 1

Das Kleinste-Quadrate—Problem (x) ist dquivalent zu

| Az — b||2 = zm: (i a;;T; — bi>2 — min .

i=1 j=1

Notwendige Bedingung fiir Minimum

n

8 m
oia_mHAx_ng_22(2%%—@)%, (k=1,....n),

i=1 j=1

n m

i%‘k(Z%‘j%‘) :Zaikbz-, (k=1,...,n),

i=1 j=1 i=1

Gauf3sche Normalgleichungen ATAzx = ATb

Wegen ATA = (ATA)T € R™" und rank (A) =n ist AT A symmetrisch und positiv de-
finit:

RN {0} = T(ATA)E=(E"AT)(AE) = (A9)"(A¢g) = || A¢]l; > 0,
denn A€ # 0 wegen £ # 0 und rank (A) =n.

Losung der Normalgleichungen mittels Cholesky—Zerlegung

Problem Bei Verwendung der Gaulschen Normalgleichungen reagiert die numerische
Losung oft sehr empfindlich auf Rundungsfehler.

Alternative Orthogonalisierungsverfahren, vgl. Bemerkung 2.10.

Beispiel 2.8 (Lineare Regression)

P ra
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geg.: Messdaten (x;,v;), (i =1,...,m), mit Messfehlern behaftet

ges.: Gerade y = a + bx, die die Messwerte ,,moglichst gut® approximiert:
yica+br;, (i=1,...,m)

m

Ansatz Z(a + bx; — y;)* — min

=1

Matrixschreibweise
1 T
1 =z

A(Z):y mit y= (yi,...,ym) ER™, A= :2 ER™? n=2

1 =z,

Normalgleichungen A'A- (Z) =A'y

mo 2
= (g) = ! = a,beR

]:
m m
DT )T DT
J 7 797
i=1 '

Bemerkung 2.9 (Orthogonale Transformationen)

Idee Verwende orthogonale Transformationen, um lineare Gleichungssysteme und linea-
re Ausgleichsprobleme in dquivalente Probleme einfacherer Gestalt umzuformen.

n = 2 Drehungen, Spiegelungen

hier Drehmatrizen "

Q:( cosf sin9) | -'»(

—sinf@ cosf

Literatur zu Spiegelungsmatrizen:
Stoer, Deuflhard/Hohmann

allgemein Givens—Drehungen, Householder—Spiegelungen

26



hier Givens-Drehungen

1
1
c s l
1
le — .. . e ]Rm)(m
1
—S c k
1
1
l k

mit ¢ =cosf, s=sinf, 2+s>=1.

Bestimme 6 so, dass (leA) g =0

|
aw — —say+cay =0 und CF+s2=1.

ay 1
lar| > |au| - TI=—, §=—— ci=S§-T

ap’ V1+72

1
ap| < layg| : T::% Ci= —— S:=cCc-T
|aw| < |au|

ay’ Vit 2’

Bemerkung 2.10 (QR—Zerlegung)
geg.: AeR™™ m>n, rank(A)=n

Schrittweise Elimination der Nichtnullelemente a;;, (j < ) mittels Givens-Drehungen:
A— GglA — G31G21A — ... Gml s G31G21A — GggGml tee G31G21A — ... > R

mit

R n
GmnGmfl,n te Gn+1,nGm,n71 te G32Gml te G31G21A =R= < 0 )

n

QR~Zerlegung A = (QR mit der orthogonalen Matrix

Q= G;1G3T1 - G,

T T
m,n—lGn—i-l,n T Gm,n .

Wegen n = rank (A) = rank (R) = rank (R) ist R € R"™*" regulir.
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Losung regulérer linearer Gleichungssysteme
1. QR~Zerlegung mittels Givens—Drehungen, %n?’ + O(n?) Rechenoperationen
2. Ax=b & QRx=b & Rr=2z, Qz=0b

2a) z = QTb = Gnn-1(Gnn-2(Gno1n2 (- G31(Garb) ---)))

Berechnung durch sukzessive Auswertung von Matrix—Vektor-Produkten
Grw, keine explizite Berechnung von @)
2b) Lose Rx = z mittels Riicksubstitution.

Besonders geeignet fiir Gleichungssysteme Ax = b, deren Losung sehr empfindlich gegen-
iiber Rundungsfehlern ist, und zur numerischen Rangbestimmung von A.

Losung von Kleinste—Quadrate—Problemen
Wegen |lw||2 = w'w ist ||w||s invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen:

Qw3 = (Qw) (Quw) =w (Q"Qw = ww = uw]3
= [ Az = b|l3 = |QRz = b]); = [Q(Rx — Qb5 = Rz — QTb]l5 = || Re — 2[5 + [|=2]l3

z n
mit QTb:<--l-> ER™.

Z9 m—n

Lésung: Berechne Qb und lése Rz = z mittels Riicksubstitution.

Beispiel 2.11 (Neuronale Netze)

Idee Entscheidungen fillen auf Grundlage einer Vielzahl von Einzelinformationen in
Anlehnung an Entscheidungsprozesse im menschlichen Hirn.

Beispiel Technik Wische in Waschmaschine ,,stark verschmutzt®
Messung der Wassertemperatur und Wassertriibung an verschiedenen Punkten
Grundlage der Entscheidung: Erfahrung

Konsequenz einer Fehlentscheidung: Lerneffekt

Neuronales Netz (Ein—Schicht-Modell, linear)

— | A,
——L_..‘ \ w
TS LT el T 2l
;( ‘ / ' i 3={("1|~-~)‘-)
N

Verhalten des Netzes bestimmt durch Gewichte wy, ..., w,
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3. Rechnerarithmetik und Rundungsfehler !J"

Beispiel Zahlendarstellung in Matlab

>> format long e % Datenausgabe mit vielen Dezimalstellen
>> 1 % Exakte Darstellung ganzer Zahlen

ans = 1
> 1 -1 % Exakte Arithmetik fir ganze Zahlen

ans = 0
>> 1 -1 + 1.0e-15 % Beim Rechnen mit reellen Zahlen koénnen

ans = 1.000000000000000e-015 % Rundungsfehler auftreten, missen aber nicht.
>> 1+ 1.0e-15 - 1

ans = 1.110223024625157e-015 % Reihenfolge der Rechenschritte ist wesentlich
>> 1+ 1.0e-8 - 1

9.999999939225290e-009

ES

ans Groessenordnung der Rundungsfehler: ca. 1.0e-16

>

\%

sqre(2)”"2 - 2
ans = 4.440892098500626e-016

ES

Groessenordnung der Rundungsfehler: ca. 1.0e-16

>> factorial(170)

ans = 7.257415615307994e+306
>> factorial(171)

ans = Inf

=

Darstellbarer Zahlenbereich nach oben beschraenkt

=

Zahl 171! uebersteigt darstellbaren Zahlenbereich

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 3.1: Rechnen in Gleitpunktarithmetik: Beispiel Matlab.

Training des Netzes Waéhle wy, ..., w, so, dass eine grofie Zahl von Tests mit vor-
gegebenen Eingangsdaten (xgj - ))T und bekannten Resultaten y) moglichst gut

wiedergegeben wird:
Zxﬁj)wi ~y9, (j=1,...,m)
i=1

~> iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem, Bestimmung von (wy, ..., w,,) als Kleinste—
Quadrate-Losung

praktisch Losung der Normalgleichungen oder Losung mittels QR—Zerlegung.

3 Rechnerarithmetik und Rundungsfehler

3.1 Gleitpunktarithmetik

Bemerkung 3.1 (Gleitpunktzahlen)
a) Ganzzahlige Datentypen (INTEGER) mit exakter Arithmetik

—MaxInt —1, ..., —1,0, 1, ... , MaxInt,

z. B. fiir Indizes in Laufanweisungen.

b) Normalisierte Gleitpunktdarstellung (engl.: floating point numbers) zur Darstellung

reeller Zahlen
F={y:y=xmxp“"}CR
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3. Rechnerarithmetik und Rundungsfehler (Il) m‘

Beispiel Schlecht konditioniertes Gleichungssystem

>>n = 8; % Dimension des linearen Gleichungssystems
>> a = hilb ( n); % n-reihige Hilbert-Matrix definieren
>> format short e, 1./a, format long e % a {ij} = 1/(i+j)

>> xsol = ones ( n, 1); % Loesung des Gleichungssystems vorgeben

>> b = a * xsol; % Rechte Seite des Gleichungssystems vorgeben
>> xnum = a \ b; % Numerische Losung (Gauss mit Pivotisierung)
>> xnum — xsol % Differenz von analytischer und numerischer Losung
Ergebnisse | llZoum = zsolll
2| 8.95g — 16
4| 3.74g-13
6| 7.55p—11
8| 2.87g—07
10| 8.72g - 04
12| 2.86g —01

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 3.2: Rechnen in Gleitpunktarithmetik: Beispiel Hilbert-Matrix.

mit [ ... Basis (meist 2, 8 oder 16),
t ... Mantissenldnge,
e ... Exponent, enm <e < emax
m ... Mantisse (ganzzahlig), m =0 oder B! <m <

Schreibweise y =4[« [0.didy---di]g := £ 5° (% + % +..+ %)

mit Mantisse m = di;dy---d; oder m =20.

Beispiel =2, t=3, enn=—1, €max =3

—— e=—1 ‘ [ e=0— -
[0.100]2 [0.101]2  [0.110]2  [0.111]2 [0.100]2

F N [0,00) ={0, 0.25, 0.3125, 0.3750, 0.4375, 0.5, 0.625, 0.750, 0.875,
1.0, 1.25, 1.50, 1.75, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0 }

[0.111]2
. e=3 |

Beachte: Gleitpunktzahlen sind auf der reellen Achse nicht gleichverteilt.

5.0 6.0 7.0
“mxu‘xxx‘ I I I ‘ I I I
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IEEE-Standard 754 [1985] Binire Gleitpunktarithmetik, Quasi-Standard
einfache Genauigkeit (single precision)

4 Byte, =2, t=23, epnm = —126, epax = 127

Zahlenbereich: [1.2g — 38, 3.4g + 38]
doppelte Genauigkeit (double precision)

8Byte, B =2, t =52, epm= —1022, epax = 1023

Zahlenbereich: [2.2g — 308, 1.8 + 308]

Abstand zweier positiver Gleitpunktzahlen x, & :
Maschinenepsilon eps = '~ ... kleinste Maschinenzahl, die zu 1 = [0.10---0]5 * '
addiert einen von 1 verschiedenen Wert ergibt

Sind x, £ unmittelbar benachbart, so gilt

1
Bepsm <|r—z| <eps|z|.

Bemerkung 3.2 (Rundung, Rundungsfehler)
a) Sei G die Menge aller y wie in Bemerkung 3.1, jedoch fiir beliebiges e € Z, und
f1 : R — G eine Abbildung mit

|z — £1(x) :1%1€1é1|1:—:c|, (z eR).

Der Ubergang x — £ 1(z) heiit runden. £1 ist nicht eindeutig, praktisch meist: Gerade-
Zahl-Regel, d. h., fiir 21, o € G mit T; # T und

|z — 21| = |x — Ty :rirél(r;ww—x\
wéhlt man f1 so, dass d; geradzahlig.

b) praktisch £1(z) é F
Exponenteniiberlauf (engl.: overflow): |f1(x)| > max{|y| : y€ F'}
Exponentenunterlauf (engl.: underflow): 0 < |[f1l(z)] <min{|y| : y€ F', y#0}
¢) Zu jedem x € R mit fl(z) € F ist
fl(x) = (1 +6) mit einem 0 mit |0] < ¢
und B B B
fl(z) = z/(1 +9) mit einem ¢ mit 0] < e,
wobei ¢ := %ﬂlft die Maschinengenauigkeit (engl.: unit round-off ) bezeichnet:
e~ 5.96g — 8 (single), ¢ = 1.11g — 16 (double).

Begriindung
Fiir x > 0ist 7 = p* 37" mit einem p € [, 3 — 1] und € € [emin, Cmax) - Unmittel-
bar benachbarte Gleitpunktzahlen: g 37", f+ 7" mit p <p <. Es gilt

|z —£1(x)] = min{|p—pl[p—pl}57"
1 1 1
< §|ﬂ_ﬁ|*5e_t§§*ﬁe_t:$'ﬂ§l"€
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Bemerkung 3.3 (Absoluter und relativer Fehler)
a) Der absolute Fehler einer GroBe mit Soll-Wert € und Ist—Wert & ist

5€:|€_§‘7

fiir € # 0 ist der zugehorige relative Fehler fu(€) := % .

b) Der in Bemerkung 3.2 betrachtete Rundungsfehler erfiillt

_|£1(2) — 2
]

frel(x)

<e.

Bemerkung 3.4 (Gleitpunktarithmetik)
Grundrechenarten ope{+, — %, /}, op: RxR—=R
Problem F nicht abgeschlossen bez. op

Anforderung (,Standardmodell®)

zopy = (zopy)(l+9)

l‘Opy
146

) (x7y€F)7

Topy =
mit & = d(z,y;0p), 0 =0(x,y;0p), 0] <e, [o] <e.

praktisch z op y ,unendlich genau® (praktisch: ,mit groflerer Mantissenldnge®) aus-
werten, anschlieffend runden auf niachstgelegene Gleitpunktzahl (Gerade—Zahl-Regel).

Alternativen
e Runden auf néchst kleinere bzw. néichst grofiere Maschinenzahl ~» Intervallarithmetik

e  Abschneiden“ iiberzéhliger Ziffern (,,chopping®)

7 3
Beispiel =2, t=3, z= 1 [0.111]y % 2, y = 3= [0.110]5 % 27*
v+y = [0.111])y % 2" +[0.110]3 % 271 = [11.100], * 27" 4+ [0.110], * 27*
= [100.010]5 * 27" = [0.100010], * 2*
r4+y = [0.100]y % 2% = 2.00
17, 1
absoluter Fehler: 12.00 — 5 | = B
117
relativer Fehler: - — =~ 6%
8 8 )
Maschinengenauigkeit: ¢ =

273 = 5= 12.5%
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Bemerkung 3.5 (Rundungsfehleranalyse: Beispiel Addition)

geg.: a,b,ceF
ges.: s =a-+ b+ c in Gleitpunktarithmetik

S = (a—T—b)—T—c

5 = ((atb)+c)(1+8) = ((a+b)(1+8)+c)(1+d)
= s+ (a+b)d+ (a+b+c)oa+ (a+b)6162 =5+ (a+ )1+ 5- 9,

mit |01], |d2] < e. Terme hoherer Ordnung werden vernachléssigt (,, = 7).
a+b a+b
= o+ | <04
frals) = 2+a+b+c s+ a—l—lH—c)6

Beachte Fehler in Zwischenergebnissen (d;) koénnen verstirkt werden, ebenso auch
Fehler in Ausgangsdaten.

kritisch |a +b+ ¢ < |a+ |

g::a—T—(b—T—c)

S=s4+(b+c)os+s-0, mit |03, |04] < e,

b+c
at+b+c

b+c

fre1(s) = | 04 + atrbrec

0| < (1+] IE

Beachte Gleitpunktoperationen sind in der Regel weder assoziativ noch kommutativ.

Beispiel 3.6 (Addition in Gleitpunktarithmetik)

geg.: f=2, t=3

7 6 3
a=1[0.111],%2° = g b= —[0.110]y 2" = — g = [0.110], %272 = 6 € F

5 = ([0.111]3%2% = [0.110]3%2°) + [0.110)5 % 272

= [0.001] % 2° F [0.110]5 % 272 = [0.100]5 * 272 F [0.110]y % 272

d
= [1.01] %272 =[0.101], x 27 = T exaktes Ergebnis
5 = [0111]3%2° F (=[0.110],%2° F [0.110]5 % 272)

- 3
= [0.111]y % 2° = [0.100]5 % 2° = [0.011] % 2° = [0.110], * 27! = 3
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~ 1
Ergebnis: [s—s| = 6 relativer Fehler 20%

~ 1
Relativer Fehler in b+ c : 3= 12.5%
b+c ‘ 9

Verstirkune im Endergebnis 5 ’—:—:1.8
erstar ung 1m n erge 1nis s Wegen a+b+c

5

Bemerkung 3.7 (Ausléschung)

Problem Subtraktion anndhernd gleich grofler Zahlen in Gleitpunktarithmetik
geg.: a,b e R, ges.: a—b

G:=fl(a)=a(1+3d,), b:=£10)=b(1+08,) mit |5, |6] <e
flla—b) = a=b=(a—b)(1+46_) mit |o_|<e
= a—b+do_-(a—b)+6,-a—0-b

a

b
— — — <
frel(a b) - a—béa a—b6b+6_‘_(1+

la| + Ibl)
a — bl

Relative Fehler d,, 0, in den Ausgangsdaten konnen drastisch verstirkt werden, falls
la — b| < |al, |b], insbesondere fiir a ~ b.

3 4
Beispiel =2 =—-, b=
eispiel [ , a £ -

t=5 a=[0.10011),%2°, b=1[0.10010], % 2°
8, ~ 0.010, 0, ~0.016, &~ 0.031

~ 1
a = b=1[0.10000]y % 27% = —
“ [ J2 % 32

1 1
absoluter Fehler: 35 "3 relativer Fehler: 8.6%

t=3 a=0b=1[0.100],*2°
5, ~ 0.042, 6~ 0.094, =0.125
aZb= 0, relativer Fehler: 100%

Fiihrende Ziffern [0.1001--- ]2 in a und b sind gleich und werden bei Subtraktion ,aus-
geloscht* = | Ausloschung®.

Faustregel Vermeide — falls moglich — die Subtraktion annéhernd gleich grofler Zahlen
in numerischen Algorithmen.
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Strategien und Tricks

a) Unvermeidbare Subtraktionen annéhernd gleich grofier Zahlen méglichst an den Anfang
des Algorithmus stellen.

b) Konjugierte Wurzelausdriicke

Y e (e e ) U ST E R,
Vit V1 - Vi+tz+vV1l—a
2x

= g1
Vi+z+V1—x =
2
° x2+px—|—q:0 = xLz:_gi %_q

Ausloschung fiir |g| < 1, deshalb fiir p # 0
5 1 fir p>0,
Ty = —g—sgn(p)\/%—q mit  sgn(p) := 0 fir p=0,
-1 fir p<oO,

Ty = 4 (VieTAscher Wurzelsatz)
T

c¢) Analytische Umformungen, z. B. Reihenentwicklungen (vgl. Abb. 3.3)

l1—cosz 1 2 xt T x?
L ...):—1——:!:...
v ST gF ) =505 )
.. l—cosz = L . |z| ?
Fehler der Approximation —— ~ 3 betragsméfig beschrankt durch 5 T2
x
(Reihenrest alternierender Reihen, Satz von Leibniz)
3.2 Vektor- und Matrixnormen
Definition 3.8 (Vektornorm)
Eine Abbildung |.]] : R® — R heifft Vektornorm auf R"™, falls
1. |z >0, (z€R") und (|jz|=0 & z=0) (Positivitdt),
2. |az| = |al||z|, (¢ € R, z € R™) (Homogenitdt),
. e +yll <=l +llyll, (z,y € R™) (Dreiecksungleichung).
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Bemerkung 3.7¢): (Vermeidbare) Ausléschung
L. -9 (1-cosx)/x-x/2
Beispiel: x10 : ‘ ‘
1—cosz - -
f(m) - 5l — Reihenentwicklung | |
T — numerisch
see
numstab.m \
2 |
c i
=} 0 | i
% -> evaluate data 3 T [ '
x = logspace ( -12, -4, 801 ); 0 AN ‘ \
f = (1-cos())./x - x/2; A
res = x/2 .* ( -x."2/12 + ... \
X.M/360 - x.~6/(360*7*8) ); \\
% -> plot \
semilogx ( x, res, "g", x, £, "r* ); \
xlabel ( "x" );
ylabel ( "Ergebnis” ); 5
title ( "(1-cosx )/ x-x/2");
legend ( "Reihenentwicklung®, "numerisch” ); 2 ‘_10 ‘-8 ‘-6 4
10 10 10 10 10
X
Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 3.3: Analytische Umformungen zur Vermeidung von Ausléschung.

Beispiel 3.9 (Vektornorm)

a) x|l = Euklidische Vektornorm
n
|z|lp = Z|xl| ... 1-Norm
i=1
[2]|oo = max |z;] ... Maximumnorm, co—Norm
i=1,...,n

)

b) Kugeln im R™: {xz : |jz|| <1}, vgl. Abb. 3.4.

Bemerkung 3.10 (Eigenschaften von Vektornormen)

a) Jedes Skalarprodukt (.,.) in R™ erzeugt eine Vektornorm in R™:
]l o= /()

mit |(z,y)| < |lz|-|ly]l, (z,y € R") ... Cauchy—Schwarzsche Ungleichung.

b) Auf R" sind sdmtliche Vektornormen dquivalent, d. h., zu beliebig vorgegebenen Vektor-
normen |||, ||.||; gibt es Konstanten ¢, ¢ > 0 mit

cllzlly < llzll, <elzlly, (zeR™).
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Beispiel 3.9: Vektornormen
oo\ 1/2 -
lzl]2 = ( > ) ... Euklidische Vektornorm
1=
n
|zl = |24 ... 1-Norm
i=1
[z]|o = . max |4 ... Maximumnorm, co—Norm
1=1,....n
1-Norm Euklidische Norm Maximumnorm
Kugeln
{z: el <1} 1 1 1
N0 <> Sa] O 0
-1 -1 -1
1 0 1 1 0o 1 1 0 1
X, X, X,
Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 3.4: Einheitskugeln im R2.

Definition 3.11 (Matrixnorm)

a) Eine Abbildung .|| : R™*"™ — R heiyfft Matrixnorm, falls
1. A >0, (AeR™™) und (||Al=0 & A=0) (Positivitit),
2. ||aAl = o ||A]], (e € R, A € R™*™) (Homogenitit),
3. ||A+ B| <Al +||B|, (A, B €R™™) (Dreiecksungleichung).

b) Eine Matriznorm ||.|| heifft submultiplikativ, falls
IAB[| < [IA-|IB]l, (AeR™™, BeR™).

¢) Eine submultiplikative Matriznorm ||.|| heifst vertraglich (auch: konsistent) mit einer
vorgegebenen Vektornorm ||.||, falls

[Az] < A] - [l«ll, (A€ R™™, 2 eR").

Beispiel 3.12 (Frobeniusnorm)

m n
2
OB

i=1 j=1

Frobeniusnorm

[Alle =

e Submultiplikative Matrixnorm, vertréglich mit ||.||o:

Acl = 30 (aes) < (0 a2) (a2) = 141 - ol
j=1

=1 g i=1 j=1 j=1

3
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o 1]l =vn

Satz 3.13 (Zugeordnete Matrixnorm)

Zu einer vorgegebenen Vektornorm ||.|| wird durch
Ax
A Al = sup 122 sy g
a0 |1zl ez

eine submultiplikative, mit ||.|| vertragliche Matriznorm definiert, die der Vektornorm ||.|
zugeordnete Matrixnorm. Es gilt ||I,]|=1.

Beweis vgl. Huckle/Schneider, Anhang B.2, z. B.

L]
L|=sup—7—=1.
1l = sup oy .

Beispiel 3.14 (Zugeordnete Matrixnorm)

a) Zeilensummennorm
n
14l == max " ay|
i=1,....m
j=1

ist ||z||s zugeordnet, denn

n n
o Azl = max | aya| < max Syl fe] < Al 7]

n n
e zueinem ip € {1,..., m} mit 2; lai, ;| = fnax Z; la;;| wahlt man x € R" so,
= =
dass ||z]joc =1 und z; =1, falls a;,; >0, z; = —1, falls a;, ; <0

n n
= Azl 2 ) laigymsl = Y laigl = 14l -
j=1 j=1

b) Spaltensummennorm
m
[ All1 = max Z la;;]  ist ||z]]; zugeordnet.
j=1l,...n £
=1

c) Spektralnorm
[Allz := max \/A(ATA)

=1,...,

Fiir orthogonale Matrizen U € R™™ ‘also U'U =1I,,,ist \(U'U) =1 und ||U|,=1.

3.3 Kondition und Stabilitat

Bemerkung 3.15 (Eingabefehler und Fehler im Ergebnis)
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analytisch FEingabe + — Algorithmus / Berechnungsvorschrift

—  Resultat f(z)

numerisch Fehler im Resultat entstehen durch
— Eingabefehler
— Fehler im Algorithmus

Numerische Eingabe = € F' représentiert

Eingabemenge F={zcR: f1(Z) =1z}
Resultatmenge R = f(E):={f(Z): T FE}

,Kondition* Maf fiir das Verhéltnis von R zu F

Ziel Fehler in der Berechnungsvorschrift sollen Menge R nicht
deutlich vergréfiern

Fehler im Ergebnis y = f(x):
Oy = flx+6:) — f(z) = f'(x) 0

Relativer Fehler: ) )
19yl _ [1f" @) 0l _ Nzl LA I (19l

[ 7/ ] ]

Definition 3.16 (Konditionszahl)
Zu einem Problem x — f(x) heifit

_ =l @
@I

Konditionszahl. Das Problem ist gut konditioniert, wenn cond, klein ist, und schlecht
konditioniert fiir grofie Konditionszahlen cond,.

cond,,

Beispiel 3.17 (Kondition)

= |x|, gut konditioniert fiir |x| ~ 1.

Exponentialfunktion z+~— e”

l

} = —— sehr schlecht konditioniert fiir x ~ 1.

Logarithmus x — Inz, cond, = ‘ o z)
nx

Inz
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Gute / schlechte Kondition

i: 4
!‘[- :."?_.J
£k T
N ¥E \:’\_\ P \ﬁl I{flai {
B = }{;_"_' ""“'."_"_',.f/ - ._!II....._._,,__
E |;|{_ 4 .J‘-‘I_ﬁli o | I|lllk L

Polynomnullstellen héufig schlecht konditioniertes Problem
Beispiel: 7(t) = t* — 83 + 24t — 32t + 15.99999999 = (¢ — 2)* — 1078
t12=2+0.01, ¢34 =2=£0.017

Relativer Fehler bei Darstellung von 15.999 99999 durch 16.0: &, = 6.25-107'°, z. B.
bei Maschinengenauigkeit ¢ =8-1071 = #5354 = 2.0

0.01/2.01

- 6
6.25.10-10 = 5010

condy, , =

Bemerkung 3.18 (Berechnungsvorschrift)

Zum mathematischen Problem  +— f(x) sei die Abbildung x — f(x) gegeben zur Be-
rechnung von f(z) in Gleitpunktarithmetik (u. a. auch Reihenfolge der Rechenoperationen
festgelegt) ~~ Berechnungsvorschrift

Beispiel f(z)=1-—+v1—2?, fiir |z| < 1 gut konditioniert, cond, ~ 2.
Berechnungsvorschrift 1:  f(z) =1 — ( 1- (:c2)>

(%)
1+ (V1= (%))

Berechnungsvorschrift 2:  f(z) := (

Definition 3.19 (Numerische Stabilitét)

Zu einem gut konditionierten Problem x +— f(z) heifst eine Berechnungsvorschrift x —
f(z) numerisch stabil, wenn die relativen Eingabefehler durch die Berechnungsvorschrift
nicht vergrofiert werden, und numerisch instabil sonst.

Bemerkung 3.20 (Lineare Gleichungssysteme: Kondition und Stabilitit)
a) Betrachte zu gegebener reguliarer Matrix A € R"*" und gegebenem b € R" die Losung
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des linearen Gleichungssystems Az = b als Abbildung b +— z := A™'b mit gestorten Ein-
gangsdaten b und exakten Matrizen A, A~! =

Az +6,)=b+6,, Az=b
16211 = 1A 3] < LA 136 ]
16l = | Azl < [|A]| [|=|

19|

]

B 0
<Al A7 - H

o Empfindlichkeit der Losung gegeniiber Storungen in den Eingangsdaten wird be-
schrieben durch die Konditionszahl cond(A) := ||A]| - || A7

Ergebnis

e Ergebnis lasst sich iibertragen auf Empfindlichkeit gegeniiber Stérungen in A.
e Wegen 1< ||L] =[|A-A7Y < ||A||l- |A7Y] gilt stets cond(A) > 1.

Gut konditioniert: cond(4) ~ 10?
Schlecht konditioniert: cond(A) > 10°

1 0 1 0
(M)’ (0 1/e>”“ -

1
= condy(A)=1-—-=—- — oo fiir e — 0, Fehlerverstarkung um Faktor 1/¢ moglich
e €

Beispiel 1

Beispiel 2
Hilbert Matrizen H™ = (h("),; € R™™ mit h{ :=1/(i+j—1), (i,j=1,...,n).

n

i

n . n ]‘ . . . .
Zu b cR™, b = (b( ))7; mit bg )= g o] ist die Losung ™ des linearen
— |+ j—
=1

ji
Gleichungssystems H™z(™ = p(™ gegeben durch ™ = (1,1,...,1)T.
Fehler der mit Matlab (& = 1.1z — 16 ) berechneten Losung ™ :

n | |2 — 2|y | condy(H™)
2 9.0e-16 1.9e+01
4 4.6e-13 1.6e+04
6 3.5e-10 1.5e+07
8 1.3e-08 1.5e+10
10 3.0e-04 1.6e+13
12 1.6e+00 1.7e+16

b) Fiir orthogonale Matrizen @Q € R™" ist Q™' = Q" und [|Q]2 = [|Q |2 =1

= condy(Q)) = 1. Operationen mit orthogonalen Matrizen lassen die Kondition einer
Matrix unverdndert: A = QR = condy(R) = conds(A).

¢) Realisierung des Gaufi—Algorithmus in Gleitpunktarithmetik:
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Fehlerschranke hingt linear ab von max Lk -

)

Spaltenpivotisierung: |l;z] <1 ~» kleine Fehlerschranke

Numerische Stabilitdt: numerische Losung z erfiillt

(A+04)T =0
mit "
104l 00 < 8P max; ;i |a;; |
[Alloe = max; j [a;;|

4 Interpolation (II)

Bemerkung 4.1 (Stiickweise Hermite—Interpolation)

geg.. r+ 1 Stiitzstellen xg, 21, ... , x,
Stiitzwerte (yg,yp), (k=0,1,...,1)

Definiert man die interpolierende Funktion ® stiickweise durch Hermite—Interpolations-
polynome @hx_il ] (¢ =1,...,r) mit Interpolationsbedingungen

D(xi1) =yic1, (1) =y, Plz) =i, ®(x)=vy;, (i=1,...,7),

so ist ® € C'[a,b], aber deg® <3.

[xi—17xi] -

4.1 Spline—Interpolation

Bemerkung 4.2 (Kubische Spline—Interpolation)

Kubische Splines erreichen dhnlich wie zusammengesetzte Hermite-Interpolierende eine
hohe globale Glattheit, jedoch mit deutlich niedrigerem Polynomgrad:

s € C?la,b], s

cIls.

[wi 7xi+l]

Splines der Ordnung k: s € C*2[a,b], s

ell,_q.

[miami+1}
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Splinegitter a =29 <21 < ... <z, =0.

Zum kubischen Spline s ist

; d; .
Zai+bi($—xi)+%(x—xi)Qng(m—xi)?’, (i=0,1,...,n—1)

= insgesamt 4n Parameter (a;, b;, ¢;,d;), (1 =0,1,...,n—1).

[z:,2:41]

n + 1 Interpolationsbedingungen s(z;)) =y, = a;=y;, (i=0,1,...,n—1),

Cr— dy_
S(xn) =Yn = Qap-1 +bn71(xn_xnfl)+ l(xn_xnfl)Q—i_ 6 l(ilrn_xnfl)3 =Yn = Qp .
3(n — 1) Stetigkeitsbedingungen
i d; .
$(ip1 — 0) = s(ziy1 +0) a; + bih; + %h? + Eh? = @1, (1=0,1,...,n—2)
d; 4
SI(ZL'Z'_H — O) = S/(Q?H_l —|—0) : bz —|—Clhz + Ehf = bi_;,_l, (Z = 0, 1, Lo, — 2)
8" (vip1 — 0) = 8" (2441 +0) ; ci+dihi = ¢y, (i=0,1,...,n—2)
mit Schrittweiten h; == x4 —x;, (i=0,1,...,n—1).
= insgesamt 4n — 2 lineare Bedingungen an 4n Parameter
Zusatzbedingungen
(i)  s"(xo) = §"(z,) =0 ... natiirlicher kubischer Spline
oder
(i) s'(zo0) =y, s'(xn) =yn ... vollstandiger kubischer Spline
oder
(ili) s'(zo) = ' (xn), §"(x0) = s"(xn) ... periodischer kubischer Spline, fiir periodische

Daten (yo =yn) = s(zo) = s(z,) .

In jedem der drei Félle ist die Splinefunktion eindeutig bestimmt.

Berechnung der Koeffizienten

d = T
b, — az‘+1hi— ai %hi _ %hf _ Z/z'+1hi— Yi 2 —;Ciﬂ h,
Stetigkeitsbedingung fiir () = (i=0,1,...,n—2)
Z/z‘+1hi— yi  2¢ ‘ECH-I hy e - Ci+12— ¢ h, — Z/z‘+2hi—+1yi+1 _ 2Ci+1;‘ Cit2 his
%Cz n h; +3hi+lcl-+1 n %%2 _ yi+2h;1yi+1 B yz‘+1h: Yi
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Zusammen mit cq = ¢, = 0 ergibt sich fiir den natiirlichen kubischen Spline ein tridia-
gonales lineares Gleichungssystem der Dimension n — 1 zur Bestimmung von ¢y, ... , ¢, 1
= GauBscher Algorithmus erfordert O(n) Rechenoperationen. Analoges Vorgehen fiir
vollstdndigen und periodischen Spline.

Algorithmus 1 Bestimmung der Splinekoeffizienten.
1. ai:==y;, (1=0,1,...,n—1)
2. Berechne cg, ¢y, ... ,c, als Losung eines tridiagonalen Gleichungssystems.

3. Bestimme b;,d;, (i =0,1,...,n—1).

Algorithmus 2 Auswertung der Splinefunktion.

1. Bestimme Teilintervall (bindre Suche)

if x > x;, then i :=1, else 1=,
untili—i <1

1:=1

b—a

n

Einfachster Spezialfall: dquidistantes Gitter x; = a 4+ th mit h =

sl

1 1
2. Splineauswertung s(z) = a; + (z — ;) (b; + (z — z;) ( 5Gt gdl(x —1;)))

Bemerkung 4.3 (B—Splines)

Idee Darstellung der Splinefunktion als Linearkombination ,einfacher® Basisfunktionen
des Vektorraums der Splinefunktionen ~» B-Splines.

Beispiel £k =2: stetige, stiickweise lineare Funktion

r—x;
Tl — (€ [z, 251]),
Bj(z) = L= Lj+2

c [z .
Tig1 — Tigo ) (1} ['rj+17'rj+2] )7

0 sonst.
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Interpolierender linearer Spline s(x) = Z y;Bj_1(x).
=0

allgemein e B;

€y, (i=0,1,....,n—1)

[, 1]
L Bj S C’“_Q[a, b]

o > Bj(x) =1, (= €a,])
e supp B; = [z;,z;4%], d. h. Bj(x) =0, (x <zj;oder v > x4 )

Beispiel Kubischer B—Spline

Bestimmung der Koeffizienten «; des interpolierenden Splines ) j;Bj(x) als Losung
eines linearen Gleichungssystems der Bandbreite k£ — 1.

Satz 4.4 (Approximationseigenschaften kubischer Splines)

Gegeben sei eine Funktion f € C*a,b] mit max W (z)| < M sowie ein Gitter

A={a=zsg<mr<...<z,=0b}

mit Schrittweiten h; := x; 1 —x;, (i =0,1,...,n—1) und einer Konstanten
K> max h; / min h;.
0<i<n—1 0<i<n—1
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Dann gibt es zum vollstindigen interpolierenden kubischen Spline sa Konstanten Cy, Cf,
Cs und Cs, die von A und K unabhdngig sind und fir die gilt

|f(k)(m) — S(Ak)(JT)| < C’kMK< max hi)47k

0<i<n-—1

, (x€la,b], k=0,1,2,3)

in jedem Punkt x, in dem S(Ak)<£lj'> definiert ist.
Beweisidee (i) f(z;) = sa(x;) fir Stiitzstellen z;

(ii) Abschétzung von |f”(x;) — sA(z;)| durch Einsetzen von f in das Gleichungssystem
aus Bemerkung 4.2

(iii) Hieraus Abschitzungen fir x # z;.

Bemerkung 4.5 (Bernstein—Polynome und Bezier—Kurven)

a) Bernstein—Polynome

Eigenschaften
a) i-fache Nullstelle x = 0, (n — ¢)-fache Nullstelle z = 1
b) B

) 'n B™(z) = i (?)(1 ) = (=) +2)" =1

>0
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b) Bezier—Kurve

geg.: Kontrollpunkte by, by, ..., b, € R*

Bezierkurve im R*: Z b B (z), (z €[0,1]).
i=0
e Anfangspunkt by, Endpunkt b,

e Tangente in by verlauft durch by, denn

d Loy d omy d e
B0 (0) ==, =B"(0)=n, =B

e n = 2: Tangenten in by und by schneiden sich in by

0)=0, (i>1)

e Kurve verlduft in der konvexen Hiille des von den b; gebildeten Polygons
= keine unerwiinschten Oszillationen

4.2 Trigonometrische Interpolation — Schnelle Fouriertransfor-
mation

Bemerkung 4.6 (Problemstellung)

Interpolation periodischer Daten durch trigonometrische Polynome.

N = 2n + 1 ungerade

QG | O ‘ TN .
TR = { ons1 (1) :ZEO—I—Z(ajcosﬂerjsmjt) mit a;,b; € R, (j=0,...,n)}

j=1
N = 2n gerade
QG a
TH = { on(t) := 304—2(@]- cos jt+b; sinjt)—i—?n cosnt mit aj,b; e R, (7 =0,...,n)}
j=1
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Komplexe Darstellung

N-1
TE = {on(t) == cheijt r¢;eC,(j=0,...,N—1)}
=0
Ansatzfunktionen {1, cosjt, sinjt} bzw. {eY" : 0 < j < N —1} sind linear un-
abhéngig ~-» Interpolationsaufgabe zu N Stiitzpunkten (¢, fx), (K =10,1,... ,N —1)
eindeutig 16sbar.

Typische Aufgabenstellung Digitale Signalverarbeitung, Datenerfassung im festen
Takt = &quidistante Knoten, normiert auf t; = k- 2w /N .

Bemerkung 4.7 (Trigonometrische Interpolation auf dquidistantem Gitter)
Zut,=k-2r/N,(k=0,1,...,N —1) sind w; := e = ¢*27/N die N-ten Einheits-
wurzeln.

Interpolationsbedingungen ¢y (tx) = fi, (k=0,1, ... ,N — 1) bestimmen ¢y mit
1 wo w? wh o fo
1w wy wp o fi
1 w N-1 CN-1 In-t
N—-1 Wn_1 WN-1

Bemerkung 4.8 (Komplexe und reelle trigonometrische Polynome)

Gilt fiir das (komplexe) trigonometrische Polynom

N-1
on(t) =) e
=0
on(t) ER, (t€R), sogilt ¢y € TH mit
aj=2Rec;=cj+cy_j, bj=—-2Imc;=1i(c; —cn_j).

Beweis Fiir die N dquidistanten Knoten t, = k-27/N, (k=0,1,... ,N —1) gilt

o—iitk — oiNk2m/N _ =ijts _ Gi(N=j)t,
————
=1
und

N-1 N-1 N-1

ijt — _—ijt — i(N—j)t 'th
E cje’™* = on(ty) = on(ty) = cje It = G Dtk — E CN k
j=0 j=0 7=0



Bemerkung 4.8: Trigonometrische Polynome

Gilt on(t) € R, (t € R), fir das (komplexe) trigonometrische Polynom

N-1
pn(t) = Y cjett
j=0

so gilt ¢)N € T}]%V mit a; = 2 ReCj =cj + CN—j» bj = —-2Im cj = 7 (C_] — CN—j) .
Beweis
Fiir die N aquidistanten Knoten ¢, =k-2x/N, (k=0,1,... ,N—1) gilt

e—iitk — giNk2m/N _ g—ijty — oi(N—j)tg
e

=1
und

N-1 __ N-1 . N1 N .
> cje¥ = gn(t) = dn(i) = Y ge U= 3 eV = 3 ayeilt
i=0 j=0 j=0 =1

= c¢; =¢N_;, da Interpolationsaufgabe eindeutig |5sbar.

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen komplexer und reeller Darstellung des trigono-
metrischen Interpolationspolynoms.

= ¢j = cN_; , da Interpolationsaufgabe eindeutig 16sbar.

3-0-tg

Wegen e =Nt =1 ist insbesondere ¢y = ¢, also ¢y € R.
Ebenso folgt ¢, € R fiir gerade N = 2n.

Sei nun N = 2n + 1, so ist

2n n n

it it i(N—0)t

(bN(tk) = Co+ E cje” b=y + E cje” k4 E CN,le”( )
j=1 j=1 =1

n
co + E (cje”t’“ + c_je’”t’f)
j=1

= ¢y+2 Z Re (c;je"™) = ¢y + 2 Z(Re ¢; - cos gt — Ime; - sin jty) .

J=1 J=1
Wegen der Eindeutigkeit des trigonometrischen Interpolationspolynoms folgt die Behaup-

tung durch Koeffizientenvergleich. Analog fiir gerade N = 2n. .

Satz 4.9 (Losung der trigonometrischen Interpolationsaufgabe)

Fiir dquidistante Stitzstellen ty, = k-2n/N, (k= 0,1, ... ,N — 1) ist die Losung der
trigonometrischen Interpolationsaufgabe

on(te) = fe, (k=0,1,... , N—1)
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gegeben durch

. 1 .
:che”t mit ¢ = frw?, (j=0,1,... ,N—1).

Beweis Wegen der Eindeutigkeit des trigonometrischen Interpolationspolynoms reicht
es aus, fir [ =0,1,...,N —1 zu zeigen

| N-1 1 N-1 =
ijtp L —J, J
ALty (szkw DRI ST SverE
Jj=0 g k=0 j=0
Nun ist
e i i N fallsk =1
ko =k 0 sonst
j=0 j=0 ’
d
o w 1 gl wN 1
wi—k — 1 j41 I—k —
w? Wit — — =0,
wlk_l Z -k — wlk_ljz:; -k lk wl—k,’_l

falls [ # k, denn w;_j, ist N-te Einheitswurzel. Hieraus folgt die Behauptung. .

Bemerkung 4.10 (Diskrete Fourier—Transformation)

Fiir 2-periodische Funktionen f € L*(R) erhélt man mit den Fourierkoeffizienten

1
2w Jo

iG) =2 [ fwetar, (jez)

die abgebrochenen Fourier—Reihen

fa(t) == f(5)e
j=-n
Setzt man fir N =2n+1
coji=cn_j, (j=1,...,n),

So ist

N-1 n N—1

on(ty) = ;e = che”t’“ + Z ;e
=0 =0 j=n+1
n n n n n
= ) el Y ey @ =Y el 1y T e D = Y " el
j=0 I=1 §=0 =1 j=—n
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Bemerkung 4.10: Diskrete Fourier-Transformation

N—-1 n
Trigonometrische Interpolation on(t) = Y el = Y et
(N=2n+1) J=0 J=—n

2r—periodische Funktionen f € L2(R) = (abgebrochene) Fourier—Reihe

fu(t) = Xn: F() et mit Fourierkoeffizienten F(j) := QL/O27T f(e Ytdt
iy

j=-n

Approximation

27 27 N-1
fo ot~ T X att) 0 ~

0 t, t, 2n

t

. 1 [2n . 1 N-1 B 1 N-1 By
Fiy =5 [ rwetar ~ kgo fltye Tt = kgo Ft)wi? = ¢

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.2: Zusammenhang zwischen diskreter und kontinuierlicher Fouriertransfor-
mation.

Approximiert man
2w N-1
27 o
/ g(t)dt ~ N Zg(tk)7 4
0 k=0 0
so ergibt sich 0 Y t 2n
t
| N1 | Nl
FO)~ 5 S0 F e = 3 fu =
k=0 k=0

Wegen der Analogie zur klassischen kontinuierlichen Fourier—Transformation heifit die

Abbildung
N-1
§=0

Fn:CV =V, (f)N = ()

aus Satz 4.9 Diskrete Fourier—Transformation (DFT) und die Umkehrabbildung
Fiti ()i (Foe,  foi= cjwf,(kzo,l,...,N—l)

(Fourier—)Synthese oder Inverse diskrete Fourier—Transformation (IDFT).



Beispiel 4.11: Tiefpassfilter

Beispiel  (Prof. Dr.-Ing. P. Pickel, U Halle, Landwirtschaftliche Fakultat)

Fahrweg eines landwirtschaftlichen Nutzfahrzeugs (vertikale Auslenkung)

0.2

0.1

h[m]
o

-0.2

0 100 200 300 400
s [m]

Messdaten im Abstand As = 0.05m
Geschwindigkeit v =2.0m/s
= A;=0.0255 = finput =40Hz

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF I11, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.3: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: Ausgangsdaten.

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (lI)

fmax = 2.0 [Hz]

g) 0.1 T T T T T T

=

e~
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2

[
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<

o

2

b=

g _01 L L 1 Il L 1 1 L L 1
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Zeit t [s]
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S

e~
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[

>
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I

=

o

>

5
Zeit t [s]

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF IlI, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.4: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fu.x = 2.0Hz.
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Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (IlI)

fmax = 1.0 [Hz]

g) 0.1 T T T T T

=

e~

[=

ko)

[

>

<

Q<

©

X

=

g _01 Il Il 1 Il Il Il 1 Il Il 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF I11, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.5: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fu.x = 1.0Hz.

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (IV)

fmax = 5.0 [Hz]

g) 0.1 T T T T T T

=

e~
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2

[
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<

o

g 4

b=

g _01 L L 1 Il L 1 1 L L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Zeit t [s]
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Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.6: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fu.x = 5.0Hz.
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Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (V)
fmax = 0.5 [Hz]

j=2]
c
2
<
K]
[}
=]
<
<
©
£
=
g _01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Zeit t [s]

= 0.1 T
c
2
5 0.051 . . o 7]
» i el e S ——
I on A T, PR
1} L ™ . N
£ 005+ - ST g
= =
g 01 1 | 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zeit t [s]
Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 4.7: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: f.x = 0.5Hz.

Beispiel 4.11 (Tiefpassfilter)

Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung

Elimination hochfrequenter Anteile im Signal, die hdufig durch Messfehler verfilscht
(,Messrauschen®) und dariiberhinaus fiir die praktische Anwendung oft nicht relevant
sind =, Tiefpassfilter*.

praktisch Beriicksichtige in ¢ (t) nur die Terme a; cos jt und b, sin jt, die zu den ersten
Jmax <€ n Frequenzen gehoren (jax ist vom Anwender vorzugeben). Fir N =2n+1
erhélt man

jmax jmax jmax
Joimcot Yoy + 3 enjuiny =co+ D (o) + o), (k=0,1,...,N-1).
j=1 j=1 Jj=1

Beispiel Rauigkeit einer Feldoberflache

(Originaldaten von Prof. Dr.-Ing. P. Pickel, Institut fiir Agrartechnik und Landeskultur).
Die Messdaten fiir die Hohe u(x) einer Feldoberfliche am Ort x liegen im Abstand von
A, = 0.05m vor (Abb. 4.3). Bei konstanter Fahrgeschwindigkeit v = 2.0m/s entspricht
dies einer Frequenz von 1/(0.05m/2.0m/s)=40Hz. Abb. 4.4 — Abb. 4.7 zeigen fiir
verschiedene maximale Frequenzen f.x den Vergleich zwischen gefilterten Daten und
Originaldaten. Die Elimination der hochfrequenten Anteile in u(t) ist deutlich erkennbar.
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Bemerkung 4.12 (Schnelle Fourier—Transformation)
engl.: Fast Fourier Transform(ation) (FFT)

Problem Standard-Algorithmus zur Auswertung von Fy oder Fy' wiirde O(N?) Re-
chenoperationen erfordern (Matrix—Vektor-Multiplikation).

2m

Cooley—Tuckey (1965) Sei N = 2M gerade und w = ™ oder w—e ¥ .
Dann gilt fiir

N-1
aj=>Y fiwh, (j=01,...,N-1)
k=0

M—1
Qg = ng5k17 Qoly1 = thfkl =0,1,...,.M—1)
k=0
mit M := N/2, £ :=w? und
gk = fi+ fernr s hei= (fr = ferar) 0*
Mit 2M Additionen und 2M Multiplikationen (w* — Wt = w - Wk Ry = (...) - WF)

wird die Berechnung von N Summen der Lange N zuriickgefiihrt auf 2M = N Summen
der Lange M = N/2.

Beweis

N-1 3-1 M-1
Qg = Z frwh? = Z (fkw%l + karg Z k+ fepar) W
k=0 k=0 k=0
N-1 J-1 M—1
N

Qory1 = fkw(ZH—l)k _ (fkw2k1+k+fk @D (Rt ) Z fr — fk+N WF . 2R

k=0 k=0 k=0

Rekursive Anwendung besonders einfach fiir N = 2 = Aufwand zur Berechnung von
ap, aq, ..., an—1 (Analyse oder Synthese) betréigt 2N log, N Multiplikationen.

Algorithmus 4.13 (Schnelle Fourier—Transformation)

_i2m

Sei N =27 und w = e'~N oder w=e '~ .
Eingabe: fo, f1,...,fv-1€C
Ausgabe: «p,a1,...,ay_1 € C mit o, 1= Z fkwkj
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Niegg :=N; z:=w

while N,gq>1 do

Mieq = Nred/2

for j=0:(N/Nya—1)

[ := jNieq

for k=0: Meq—1
a = firk + firk+ Mg
JishiMiea = (frok — frvneten) 2"
Juri=a

Nied = Myea; z:=2°

for k=0:N—-1

| Qo) = [

Vertauschung der Komponenten von « bestimmt durch Permutation o(k):

=

N-1
a( aj2j) ::ZaN_ij mit ag,a,...,ay_1 € {0, 1}.
5=0

Il
=)

J
~  bit reversal“, einfache Implementierung durch Bitmanipulationen
e Typisches Beispiel eines ,,divide-and—conquer“—Algorithmus,

e gut parallelisierbar,

e in Signalprozessoren hardwaremsfig verfiigbar.

5 Quadratur

Bemerkung 5.1 (Problemstellung)
geg.: stiickweise stetige Funktion f : [a,b] — R

ges: 1(1) = 127) = [ (o)ds

Eigenschaften

a) Linearitdt:  I(af + Bg) = aI(f) + B1(g)
b) Positivitdat:  f(z) >0, (z € [a,b]) = I(f)>0
c) Additivitit: I8(f) = I¢(f) + I°(f), (c € (a,b))
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1 b
ZEk+1

b
Spezialfall f(x) =2 = I)f) = /a 2F de = P )

Idee Approximiere f : [a,b] — R durch ein (Interpolations—)Polynom f und verwende
I(f) als Naherungswert fiir I(f).

Beispiel 5.2 (Trapezregel) A

a) Approximation von f : [a,b] = R f

durch lineares Interpolationspolynom ¢

mit Stiitzstellen a und b: ®

T —a
B(r) = fla) + 53— (/) -~ (@)
i >
a b X
f(b)— fla) 1 b b—a
1@) = (b - a)fa) + LD o o 2P )+ )
b—a 2 a 2

b) Zusammengesetzte Trapezregel, Trapez- f)\

summe. Wéhle ein Gitter f

A={a=zg<r1<13<...<2y=0b} /

mit Schrittweiten

hiI:Ii+1—J]Z‘,(i:O,17...,N—1). i h >
a b X
N-1 I
L(f) = DL (f). Trapezregel: 7+ (f) & o (f(x:) + f(xi41))
i=0
Aufsummieren = zusammengesetzte Trapezregel:
p i—1 + hy hy—1

1Y~ 1) = ) + 30

=1

J() + f(zn)

2
Spezialfall &quidistantes Gitter z; := a +ih mit ¢ =0,1,...,N und h:= (b —a)/N:

) % B = (5@ + 23 Flat ih) + 70).
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Bemerkung 5.3 (Newton—Cotes—Formeln)

Wiéhle Interpolationspolynom ® zu n + 1 Aquidistanten Stiitzstellen x; := a 4+ ¢h mit
h:=b-a)/n,(i=0,...,n):

=0
b b n b - n
[ e [(o@de =3 ([ L) de) flo) = Y wis (o)
a a i=0 7@ i=0
b
mit Knoten xg, 1, ... ,x, und Gewichten w; := / Lgn) (x)dx.

Allgemeine Struktur einer Quadraturformel: I(f) = szf(xz)
i=0

Positivitét, falls w; >0, (i =0,1,...,n)

Gewichte der Newton—Cotes—Quadraturformeln liegen fiir [a,b] = [0, 1] tabelliert vor:

n w; Name Fehler

1 1/2, 1/2 Trapezregel 3 /12 F7(&))
2 1/6, 2/3, 1/6 Keplersche Fassregel R°/90 f1V(&)
311/8, 3/8, 3/8, 1/8 | Newtonsche 3/8Regel | 3h°/80 fIV(&3)

mit geeigneten &1, &, &3 € (0,1).
Positivitdt nur bis n < 7.

Fiir n > 8 treten auch negative Gewichte auf ~- praktisch unbrauchbar.

Analog zu Beispiel 5.2 definiert man zusammengesetzte Newton—Cotes—Formeln:

Simpson—Regel Zusammengesetzte Keplersche Fassregel.

S(h) := g(f(a)—i—4f(a+h)+2f(a—|—2h)+4f(a+3h)+2f(a+4h)+...+
b—a

2N

+4f(a+ (2N —1)h) + f(b)) mit o=

Bemerkung 5.4 (Fehlerabschitzungen fiir Newton—Cotes—Formeln)

Trapezregel Restglied der Polynominterpolation, vgl. Satz 1.13 =

1

fla) - () =

(x —a)(x —b) mit einem & € [a, b
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a 2 N——

‘/abf(x)dx—/abq)(x)dx‘ = ‘ 1) (x —a)(z —b) dx‘
107)

—~ - <0
I(f)
b
< a5 [ @b
_ " (b_a)g
= f&i‘,’é’f O —

Polynome ersten Grades werden durch die Trapezregel exakt integriert.

— b
Keplersche Fassregel n =2, h:bza, To=a, xl:a;— , To=0>
f"(€) a+b
f@) (@) = 2 @ - o) - L)@ - b)

Ahnlich wie bei der Trapezregel zeigt man

5

~ h
() = I = 55 max YOI

Polynome bis zum Grad 3 (!) werden exakt integriert.

Bemerkung 5.5 (Gauf3—Christoffel-Quadraturformeln)

Idee Waihle Gewichte w; und Knoten x; so, dass Polynome moglichst hohen Grades
exakt integriert werden:

n L . b prt—aeitt
Zwixle(x])zl(ﬁ):/x]dm:—,(j:(),l,...,m)

i=0 g+l
m + 1 nichtlineare Gleichungen fiir 2n 4+ 2 Unbekannte xq, x1, ..., T,, wo, W1, ..., Wy,.
Ergebnisse

e m = 2n + 1 ist stets erreichbar,
e Knoten x; und Gewichte w; sind fiir m = 2n + 1 eindeutig bestimmt,

e Knoten x; sind Nullstellen der sog. Legendre-Polynome.

b b— b—
Beispiel n=1 = xo,lza; iQ—\/g, Wo,1 = 2a
- b—a
1() = “5(f(@o) + ()

integriert Polynome bis zum Grad 2n + 1 =3 exakt.
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b
Erweiterung / w(z) f(z)dr mit Gewichtsfunktion w(z) >0, (x € [a,b]).

Die optimalen Knoten xg,z1,...,x, ergeben sich auch hier als Nullstellen orthogonaler
Polynome.

Beispiel Tschebyscheff-Quadratur

2t 4+ 1
desz (x;) mit a;l—cosz;—:_zﬂ, wi:nj—l’ (i=0,1,...,n)

[#5

Literatur Deuflhard/Hohmann, Kapitel 9.3.

Bemerkung 5.6 (Romberg—Quadratur)

Die zusammengesetzte Trapezregel T'(h) aus Beispiel 5.2b) ergibt (theoretisch) fiir h — 0
den exakten Wert I2(f).

Idee Berechne T'(h;) fiir einige endliche Schrittweiten h; > 0, interpoliere die Stiitz-
punkte (hy,T(h1)), ..., (hg, T'(hy)) durch ein Polynom 7 (h) mit degm < k — 1 und setze

() = I3(f) = m(0).

Theorie Asymptotische Entwicklung des Fehlers der Trapezsumme (Euler-Maclaurin-
sche Summenformel):

/ f(x)de + Z crh®* + O(h*M*2)  mit Konstanten ¢ .

k=1

praktisch Wihle h; = H/n; mit Grundschrittweite H und n; = 2=1 und bestimme In-
terpolationspolynom 7 mit w(h?) =T(h;), (¢ =1,...,k). Berechnung von m(0) mittels
Neville-Schema, vgl. Bemerkung 1.10:

T 7 Tiva, . ivi — i it1—1 . hi N2 (i ?
Geyitl = L1, il h mit =
1

ny;

und T :=T(h;). Ergebnis: I’(f) ~ T}

-----

wichtig Fiir n; = 2! ist h; = 2h;.; und

TLi+1—1

T(hi) = (5@ +2 Y flatjhi) + 1(0)

2

1 ni—l

= 5 T(h) + hips > fla+ 2k + 1)hig)

k=0
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allgemein Romberg-Quadratur ist Spezialfall von FExtrapolationsverfahren, die immer
dann angewendet werden kénnen, wenn der Fehler eines numerischen Verfahrens eine
asymptotische Entwicklung in Potenzen von h hat.

Beispiel 5.7 (Extrapolation und Differenzenquotient)

a) Rechtsseitiger Differenzenquotient erster Ordnung

Py~ LN TG

Taylorentwicklung von f(x + h) ergibt asymptotische h—Entwicklung des Fehlers.
b) Zentraler Differenzenquotient zur Approximation der ersten Ableitung

fle+h) = flz—h)
2h

f'(x) =

Fehler hat h*-Entwicklung (Taylorentwicklung von f(x + h) und f(x — h)).

61



6 Iterationsverfahren fiir lineare und nichtlineare
Gleichungssysteme

6.1 Nullstellen reeller Funktionen

Bemerkung 6.1 (Problemstellung)

geg.: f € Cla,b
ges.: x* € [a,b] mit f(z*) =0

Losungstheorie
e flinear = f(x) =0 genau dann eindeutig losbar in R, falls f' # 0.
e f nichtlinear = i. Allg. nur Aussagen iiber lokale Eindeutigkeit der Losung

L
i

| # Y // N,

| ¥

+—F N
i i -
| [ X X

e Satz iiber die implizite Funktion: Ist f(z*) =0, f € C'a,b] und f'(z*) #0, so
ist y = f(z) in einer Umgebung von x* eindeutig nach = auflésbar: = = x(y) .

e f'(z*) =0 = mehrfache Nullstelle, numerische Bestimmung oft kompliziert

£ /]

=

et
L
8
+
-
i
¥
*

o f(a)- f(b) <0 = es existiert ein z* mit f(z*) =0 (Zwischenwertsatz)
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Bemerkung 6.2 (Bisektionsverfahren)
geg.: f € Cla,b], Intervallenden a, b mit f(a)- f(b) < 0, Abbruchschranke TOL

Initialisierung: f, := f(a), f»:= f(b).
repeat
a+b
=TV = 1)
if f,-f. <0 then b:=c, f:=f.
else a:=c, f,:=f.

until |b—a| < TOL
a+b

2

Ergebnis: x* &~ xy,; 1=

b—a

TOL

Iterationsschritte aus-

Konvergenz stets gesichert: Werden mindestens 1 + log,
gefithrt, so gilt
|zp; — 2| < TOL.

beachte Wegen der Rundungsfehler bei der Auswertung von f kann z* auflerhalb des
numerisch bestimmten Intervalls [a, b] liegen.

praktisch sehr robust, einfach zu implementieren, aber sehr langsame Konvergenz

Bemerkung 6.3 (Regula falsi)

{

T M
Idee Bestimme wie im Bisektionsverfahren immer /
kleinere Intervalle, die z* enthalten, beriicksichtige bei St | 17 _{;
der Wahl von ¢ jedoch den Losungsverlauf. d |

¥ ri—] .

praktisch Wiéhle ¢ als Nullstelle des (linearen) In- . l : /r" EIE
terpolationspolynoms zu den Stiitzpunkten (a, f,) 78 7 ah i

und (bv fb)
geg.: f € Cla,b], Intervallenden a, b mit f(a)- f(b) < 0, Abbruchschranke TOL

Initialisierung: f, := f(a), f,:= f(b).
repeat
afb_bfa
€= , o= fle
fb_fa ( )
if f,-f. <0 then b:=c, f,:=/f.
else a:=c, f,:=f
until |b—a| < TOL
a+b
2

Ergebnis: x* &~ x,¢ :=
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Regula falsi konvergiert i. Allg. deutlich schneller als das Bisektionsverfahren.

Problem Langsame Konvergenz, wenn eines der beiden Intervallenden stets unveran-
dert bleibt wie z. B. fiir f(z):=2-1/2, (z €10,1]).

Alternative Bleibt eines der beiden Intervallenden a bzw. b iiber mehr als einen Itera-
tionsschritt unverédndert, so ersetze f, := % fa bzw. f, = % fo-

Bemerkung 6.4 (Sekantenverfahren)

Verzichtet man auf eine EinschlieBung der Nullstelle z*, so ergibt sich ausgehend von
(xg—1, f(xr_1)), (xk, f(xr)) in der Regel eine wesentlich bessere Néherung fiir f:

Betrachte das (lineare) Interpolationspolynom

T — Tk—-1
flx) = fu(z) = foor + ——— (fi = fo-1) ¢l »
T — L1 3 e
i ] =T
und bestimme aus fi(x) =0 die neue Néherung {‘i Xl //-’f
r.+._"/.’.'. — § b__x
L — Tp— | X .
Tht1 2= $k—fk—1a Jerr = f(xrm) - I £ 1%
Te = fr—

Konvergenzordnung des Sekantenverfahrens ¢:= (1+/5)/2, d. h.

= oo ’l’k_x*|q

praktisch Schnelle Konvergenz fiir gute Startwerte, jedoch Gefahr der Divergenz fiir
schlechte Startwerte

Verallgemeinerung Inverse Interpolation.

Hinzunahme weiterer Stiitzpunkte (z;, f(x;)), Bestimmung des Interpolationspolynoms
7(y) zu den Stiitzstellen y = fx, fe_1, fe_2, ... und Stiitzwerten 7 = xy, 1, Tp_2, - ..
und Wahl von ¢ als ¢ := 7(0).

Bemerkung 6.5 (Newtonverfahren)

geg.: f € Cla,b

e

Linearisierung von f in xy: . ’i:
f(@) & filw) == Flaw) + [ (o) (@ — 20) 7
Bestimmung von z; als Nullstelle von fi(x): ! /// 5
T )
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Beispiel 6.6: Newtonverfahren
gesucht

Kleinste positive Losung von
f(z) =coszcoshz+1=0

X
t >
X0=1:/2\ X

f(zg) m
Newtonverfahren Tht1 = Tp — , Startwert zg 1= —

f'(z) 2

k N f (=) JUEN) Jz) — =7

0 1.570796326794897 1.0000g + 00 —2.5092 3.0431g — 01

1 1.969333142133283 —4.1751g — 01 —4.7298 9.4229g — 02

2 1.881060554590512 —2.4757g — 02 —4.1744 5.9565g — 03

3 1.875129963043149 —1.0716g — 04 —4.1383 2.5894g — 05

4 1.875104069204172 —2.0368g — 09 —4.1381 4.9221g — 10

5 1.875104068711961 2.2204g — 16 —4.1381 < 1.0g—-16

6 1.875104068711961

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 6.1: Quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens.

Quadratisch konvergent fiir einfache Nullstellen, d. h.

_ *
OglimM

k—o00 |:L’k — I*|2 =0

linear konvergent fiir mehrfache Nullstellen.

Beispiel 6.6 (Newtonverfahren)

Berechnung der kleinsten positiven Losung von f(x) = coszcoshax +1=0.

Newtonverfahren

DN (C7))
k+1 k f,(xk)

mit Startwert xy:= 7/2 und f

f'(z) = coszsinhx — sinz coshz .
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k Tk f(zn) f'(xn) |z — 27|
0 1.570796326794897 1.0000g + 00 —2.5092 3.0431g — 01
1 1.969333142133283 —4.1751g — 01 —4.7298 9.4229g — 02
2 1.881060554590512 —2.4757g — 02 —4.1744 5.9565 — 03
3 1.875129963043149 —1.0716g — 04 —4.1383 2.5894% — 05
4 1.875104069204172 —2.0368g — 09 —4.1381 4.9221g — 10
) 1.875104068711961 2.2204g — 16 —4.1381 < 1.0g — 16
6 1.875104068711961

Ergebnis Folge () konvergiert quadratisch gegen x* = 1.875104068711961 . . . .

6.2 Das Newtonverfahren

Bemerkung 6.7 (Newton-Raphson—Verfahren)

geg.: F': D —R" mit D CR" F stetig differenzierbar
Anfangsndherung =y € D

ges.. ¥ € D mit F(z*) =0

Algorithmus

Schritt 0 £:=0.

Schritt 1  Berechne J := F,(x;) und LU-Zerlegung von J .

Schritt 2 Berechne F := F(zy).

Schritt 3 Berechne p, mit Jp, = —F mittels Vorwarts- und Riickwértssubstitution.
Schritt 4 1 =xr+pr, k:=k+1

if Konvergenz then stop
else goto Schritt 1

Zp41 ist Nullstelle der linearisierten Funktion Fy(z) := F(xy) + Fp(zg)(z — zx) = F(x).

praktisch Berechne Ableitungen F,(z;) analytisch unter Verwendung mathematischer
Hilfsprogramme (Maple, Mathematica) oder numerisch mittels Differenzenquotienten, vgl.
Beispiel 5.7.

Vereinfachtes Newtonverfahren Vermeide die hdufige Neuberechnung und LU-Zer-
legung der Jacobimatrix, indem J iiber mehrere Iterationsschritte konstant gehalten wird.

? Auswirkungen auf das Konvergenzverhalten und auf die Konvergenzgeschwindigkeit

? Kriterium fiir die Neuberechnung der Jacobimatrix
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gesucht

Vereinfachtes Newtonverfahren

Th+1 = Tk —

Beispiel 6.8: Vereinfachtes Newtonverfahren
Kleinste positive Losung von f(z) =coszcoshz+1=0.

f(zy)
f'(z0)

Startwert zg = 2.0: (z) konvergiert linear mit a ~ 0.16.

k Ty f(zx) JUED) g, — z*|

0 2.000000000000000 —5.6563g — 01 —4.9303 1.2490g — 01
1 1.885274674997890 —4.2402g — 02 1.0171g - 02
2 1.876674249774155 —6.5051g — 03 1.5702g — 03
3 1.875354824372530 —1.0379¢ — 03 2.5076g — 04
4 1.875144317977280 —1.6656¢ — 04 4.0249 — 05
5 1.875110534418510 —2.6756g — 05 6.4657g — 06
6 1.875105107508024 —4.2987g — 06 1.0388g — 06
7 1.875104235610924 —6.9065¢ — 07 1.6690g — 07
8 1.875104095527000 —1.1096¢ — 07 2.6815g — 08
9 1.875104073020237 —1.7828¢ — 08 4.3083g — 09

10 1.875104069404156 —2.8644¢ — 09 6.9220g — 10

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 6.2: Lineare Konvergenz des vereinfachten Newtonverfahrens, einmalige Aus-
wertung der Ableitung f’(zy), Startwert zo = 2.0.

Beispiel 6.8: Vereinfachtes Newtonverfahren (Il)

gesucht Kleinste positive Lésung von f(z) = coszcoshxz+1=0.

f(zy)

Vereinfachtes Newtonverfahren Tpt1 =T — -,
f'(z0)

Startwert zg = w/2: (x) konvergiert linear mit a = 0.65.

k Ty f () JHED) [y, — z*|

0 1.570796326794897 1.0000¢ + 00 —2.5092 3.0431g - 01
1 1.969333142133283 —4.1751g - 01 9.4229 — 02
2 1.802938787863725 2.8309g — 01 7.2165g — 02
3 1.915761753759818 —1.7332g - 01 4.0658g — 02
4 1.846688134029678 1.1515¢ — 01 2.8416g — 02
5 1.892580923809663 —7.3253g — 02 1.7477g — 02
6 1.863386753854851 4.8072g — 02 1.1717g - 02
7 1.882545193155160 —3.0961g — 02 7.4411g - 03
8 1.870206143078939 2.0195g — 02 4.8979 — 03
9 1.878254787141379 —1.3068g — 02 3.1507g — 03

10 1.873046598671781 8.5012¢ — 03 2.0575g — 03

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 6.3: Lineare Konvergenz des vereinfachten Newtonverfahrens, einmalige Aus-
wertung der Ableitung f’(zy), Startwert zo = /2.
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Beispiel 6.8: Vereinfachtes Newtonverfahren (llI)
gesucht Kleinste positive Losung von f(z) = coszcoshz+1=0.

Vereinfachtes Newtonverfahren

mit Neuberechnung von f/(z;) in jedem flinften Iterationsschritt

Deutlich besseres Konvergenzverhalten: o = 0.025 fir k> 5

k N f (=) JHEN) z) — =7

0 1.570796326794897 1.0000g + 00 —2.5092 3.0431g - 01
1 1.969333142133283 —4.1751g - 01 9.4229g — 02
2 1.802938787863725 2.8309g — 01 7.2165g — 02
3 1.915761753759818 —1.7332g - 01 4.0658g — 02
4 1.846688134029678 1.1515g - 01 2.8416g — 02
5 1.892580923809663 —7.3253g — 02 —4.2450 1.7477g — 02
6 1.875324505147979 —9.1234g — 04 2.2044g - 04
7 1.875109582992217 —2.2819g — 05 5.5143g - 06
8 1.875104207501406 —5.7433g — 07 1.3879g — 07
9 1.875104072205700 —1.4458g — 08 3.4937g — 09

10 1.875104068799909 —3.6394g — 10 —4.1381 8.7948g — 11

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, NWF Il1, Institut fir Mathematik
Martin Arnold: Grundkurs Numerische Mathematik (WiS 2007/08)

Abbildung 6.4: Lineare Konvergenz des vereinfachten Newtonverfahrens, Auswertung der
Ableitung f’(xy) in jedem fiinften Iterationsschritt, Startwert zo = 7/2.

Beispiel 6.8 (Vereinfachtes Newtonverfahren)

Betrachte zur Funktion f(x) aus Beispiel 6.6 das vereinfachte Newtonverfahren

f(xx)

T4l = T — f’(:ico) .

Startwert xo = 2.0 (xj) konvergiert linear mit o ~ 0.16: |1 — 2*| = 0.16]xy — x|

k Th S (k) f'(xk) |z — 2]

0 2.000000000000000 —5.6563 — 01 —4.9303 1.2490g — 01
1 1.885274674997890 —4.2402 — 02 1.0171g — 02
2 1.876674249774155 —6.5051g — 03 1.5702¢ — 03
3 1.875354824372530 —1.0379¢ — 03 2.5076g — 04
4 1.875144317977280 —1.6656 — 04 4.0249¢ — 05
5) 1.875110534418510 —2.6756 — 05 6.4657x — 06
6 1.875105107508024 —4.2987g — 06 1.0388¢ — 06
7 1.875104235610924 —6.90655 — 07 1.6690 — 07
8 1.875104095527000 —1.1096¢ — 07 2.68155 — 08
9 1.875104073020237 —1.7828g — 08 4.3083g — 09

10 1.875104069404156 —2.8644 — 09 6.9220g — 10

Startwert g = w/2 (xy) konvergiert linear mit « ~ 0.65: |1 — *| = 0.65|xy — x*|.

68



k Th f(xn) f'(@n) |z — x|

0 1.570796326794897 1.0000g + 00 —2.5092 3.0431g — 01
1 1.969333142133283 —4.1751g — 01 9.4229g — 02
2 1.802938787863725 2.8309g — 01 7.2165 — 02
3 1.915761753759818 —1.7332 — 01 4.0658g — 02
4 1.846688134029678 1.1515 — 01 2.8416g — 02
) 1.892580923809663 —7.3253 — 02 1.7477g — 02
6 1.863386753854851 4.8072g — 02 1.1717g — 02
7 1.882545193155160 —3.0961 — 02 7.4411g — 03
8 1.870206143078939 2.0195¢ — 02 4.8979g — 03
9 1.878254787141379 —1.3068g — 02 3.1507g — 03

10 1.873046598671781 8.5012 — 03 2.0575g — 03

Startwert o = w/2, Neuberechnung von f’(xj) in jedem 5. Iterationsschritt
Deutliche Verbesserung des Konvergenzverhaltens: o =~ 0.025 fiir £ > 5.

k Th S (k) f'(xk) |z — 2]

0 1.570796326794897 1.0000g + 00 —2.5092 3.0431 — 01
1 1.969333142133283 —4.1751g — 01 9.4229 — 02
2 1.802938787863725 2.8309g — 01 7.2165g — 02
3 1.915761753759818 —1.7332 — 01 4.0658g — 02
4 1.846688134029678 1.1515 — 01 2.8416g — 02
5) 1.892580923809663 —7.3253 — 02 —4.2450 1.7477g — 02
6 1.875324505147979 —9.1234 — 04 2.2044¢ — 04
7 1.875109582992217 —2.2819g — 05 5.5143g — 06
8 1.875104207501406 —5.7433g — 07 1.3879¢ — 07
9 1.875104072205700 —1.4458g — 08 3.4937g — 09

10 1.875104068799909 —3.6394g — 10 —4.1381 8.7948r — 11

Lemma 6.9 (Kontrahierende Abbildungen)

Sei D C R" eine konvexe offene Menge und ® : D — R™ stetig differenzierbar. Existiert

a :=sup || P, ()| undist a <1, so ist & kontrahierend, d. h., es gibt ein o € [0, 1) so,
zeD
dass

12(y) = (@)l < ally — ||, (z,y € D).

Beweis Fir ¢(¥) = ®(x+J(y—x)), (¥ €[0,1]) ist

') =P (z+ 9y —x)) - (y — )
und .
o(1) — p(0) = / 2 (1) dv,

also

[B(y) — @(2)]| < /0 [Pa(z +0(y — )| - ly — 2| dd < ally— 2| g
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Satz 6.10 (Banachscher Fixpunktsatz)
Ser E C R™ kompakt und ® : E — E kontrahierend. Dann gilt:

*

a) ® hat genau einen Fizpunkt z* in E: &(z*) = a*.

b) Fir jeden Startwert xog € E  konvergiert die Fizpunktiteration xpy = ®(zg) ge-
gen x* und es gilt:

k

. o
() Nzx =2 < 7= llz1 = @ol|

—

g o}
(it) Naows = 27| < = llwwss — 2] -

o
Beweis Wegen ¢ : £ — E folgt mittels vollstdndiger Induktion x; € E und
51 — ]l = 1 @(ax) = P(z-1)|| < allage — 2]l < ... < @Flly — o], (K>0).

Aus der Dreiecksungleichung folgt

|Thsm — 2kl = | %htm — Thtm—1 + Thpm1 — Thgom—2 + Thpm—2 — + ... — Tp|
< Nzkrm = Trrmt |l + [ Thpm-1 = Trrm—2| + -+ |Tr1 — 2]
< (a/k+m71 + ak+mf2 4+ O(k) Hxl o 370”
k — a*
< « ZaZ-H%—on: 1 |21 = o[ ,
i=0 —a

also ist (zy)x eine Cauchy—Folge, denn wahlt man zu vorgegebenem ¢ > 0 ein kg mit

ako

- <
1_aH»’Ul zol| < e,

so gilt fiir alle & > ko und alle m > 0 die Abschétzung ||zg4m — zx]| < e. Als Cauchy—
Folge im Kompaktum FE hat (zy); einen Haufungspunkt z* = klim xp € E mit

—00

k

: o
" = x| = lm([zgm — 2kl < [y = ol| -
m—00 1

—

Dieser Haufungspunkt ist Fixpunkt von ®, denn

" = ()| = [lo" = 2ppr + Plaw) — (7]
< o = el + [@(e) — (@) < [la” = 2]l + allze — 27 — 0.

Der Fixpunkt ist eindeutig bestimmt, denn aus 23 = ®(x}) und z5 = ®(x3) folgt
[ — a1l = [[@(x3) = ®(27)]| < efa — 1],

also (1 —a)l|zy — 27| <0 und 2z} =a7.
——

>0

70



Zum Beweis von (ii) verwendet man

||$k+1+m - $k+m|| = ||‘I>($k+m) — O(2ppn1)]|

< O‘ka-i-m _afk—&-m—l” <...< amek-i-l _ka ) (m > 1)7

um wie oben unter Verwendung der Dreiecksungleichung die Abschétzung

_ (8%
rim =zl < (@7 + 0" L+ ) g — ol € = aer —all, (m > 1),

zu zeigen, aus der die Behauptung durch Grenziibergang m — oo folgt. =
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