Matrix unverdndert: A = QR = condy(R) = conds(A).

¢) Realisierung des Gaui—Algorithmus in Gleitpunktarithmetik:

Fehlerschranke hiangt linear ab von max Lk -

Spaltenpivotisierung: |l;z] <1 ~» kleine Fehlerschranke

Numerische Stabilitéit: numerische Losung Z erfiillt

(A+6a)T =0
mit "
[9allo 83 . max; jx [a;;" |
(RN — max; ; |ag|

4 Interpolation (II)

Bemerkung 4.1 (Stiickweise Hermite—Interpolation)

geg.: r+ 1 Stiitzstellen xg, 1, ... , x,
Stiitzwerte (yg,v;), (K=0,1,...,7)

Definiert man die interpolierende Funktion ® stiickweise durch Hermite—-Interpolations-

polynome q)’[z__l o] (i =1,...,r) mit Interpolationsbedingungen

D(xi1) =Yic1, (1) =yiy, Plz) =wyi, ®(x)=vy;, (i=1,...,7),

so ist ® € C'[a,b], aber deg® <3.

[zi—1,24] —

4.1 Spline—Interpolation

Bemerkung 4.2 (Kubische Spline—Interpolation)

Kubische Splines erreichen dhnlich wie zusammengesetzte Hermite—Interpolierende eine
hohe globale Glattheit, jedoch mit deutlich niedrigerem Polynomgrad:

s € C?%a,b], s

clls.

[wi 7:E'L+l]
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Splines der Ordnung k: s € C*2[a,b], s

[zi,%i41] SRR
Splinegitter a =29 <21 < ... <z =0.

Zum kubischen Spline s ist

S

[xiny»l]

= insgesamt 4n Parameter (a;, b;, ¢;,d;), (1 =0,1,...,n—1).

n + 1 Interpolationsbedingungen s(z;)) =y, = a;=y;, (i=0,1,...,n—1),

Cre e
S<xn) =UYn = Qp +bn71($n_$n71) +Tl<mn_xnfl)2+ 6 ! (xn_xnfl)g = Yn =: 0p
3(n — 1) Stetigkeitsbedingungen
i d; .
$(xiy1 —0) = s(xip1 +0) a; + b;h; + %hf + Ehf’ = a1, (1=0,1,...,n—2)
d; 4
§'(zi1 — 0) = §' (241 +0) bi + cihi + Ehzz = b1, (i=0,1,...,n—2)
8" (241 — 0) = 8" (2441 +0): ci+dihi = ¢y, (i=0,1,...,n-2)
mit Schrittweiten h; := x;41 —x;, (i=0,1,...,n—1).
= insgesamt 4n — 2 lineare Bedingungen an 4n Parameter
Zusatzbedingungen
(i)  s"(xo) = $"(z,) =0 ... natiirlicher kubischer Spline
oder
(i) s'(xo) =v), §'(xn) =yn ... vollstindiger kubischer Spline
oder
(iii) §'(xo) = ' (zn), s"(x0) = $"(x,) ... periodischer kubischer Spline, fiir periodische

Daten (yo =vyn) = s(xo) = s(x,).

In jedem der drei Félle ist die Splinefunktion eindeutig bestimmt.

Berechnung der Koeffizienten

Ci+1 — G
di = —————,
hi
b, — Qit1 — Ay —ghi—%hﬁ _ Y1 — i _201‘+Ci+1hi
I 2" hi 6
Stetigkeitsbedingung fir s'(z) = (i=0,1,...,n—2)
Yigr — Vi 2C; + Cipa Civ1 — G Yit2 — Yit1  2Ciy1 + Cita
— hi +cih; + ————h; = — h;
I, G + cih; + 5 Iy 6 +1
h hi + hita his1 Yivr = Yix1  Yit1 — Yi
—CG+ ——F—Cn1+t —¢G = —
6 3 g Rit hi
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Zusammen mit cq = ¢, = 0 ergibt sich fiir den natiirlichen kubischen Spline ein tridia-
gonales lineares Gleichungssystem der Dimension n — 1 zur Bestimmung von ¢y, ... , ¢, 1
= GauBscher Algorithmus erfordert O(n) Rechenoperationen. Analoges Vorgehen fiir
vollstdndigen und periodischen Spline.

Algorithmus 1 Bestimmung der Splinekoeffizienten.
1. ai:==y;, (1=0,1,...,n—1)
2. Berechne cg, ¢y, ... ,c, als Losung eines tridiagonalen Gleichungssystems.

3. Bestimme b;,d;, (i =0,1,...,n—1).

Algorithmus 2 Auswertung der Splinefunktion.

1. Bestimme Teilintervall (bindre Suche)

if x > x;, then i :=1, else 1=,
untili—i <1

1:=1

b—a

n

Einfachster Spezialfall: dquidistantes Gitter x; = a 4+ th mit h =

sl

1 1
2. Splineauswertung s(z) = a; + (z — ;) (b; + (z — z;) ( 5Gt gdl(x —1;)))

Bemerkung 4.3 (B—Splines)

Idee Darstellung der Splinefunktion als Linearkombination ,einfacher® Basisfunktionen
des Vektorraums der Splinefunktionen ~» B-Splines.

Beispiel £k =2: stetige, stiickweise lineare Funktion

r—x;
Tl — (€ [z, 251]),
Bj(z) = L= Lj+2

c [z .
Tig1 — Tigo ) (1} ['rj+17'rj+2] )7

0 sonst.
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Interpolierender linearer Spline s(x) = Z y;Bj_1(x).
=0

allgemein e B;

€y, (i=0,1,....,n—1)

[, 1]
L Bj S C’“_Q[a, b]

o > Bj(x) =1, (= €a,])
e supp B; = [z;,z;4%], d. h. Bj(x) =0, (x <zj;oder v > x4 )

Beispiel Kubischer B—Spline

Bestimmung der Koeffizienten «; des interpolierenden Splines ) j;Bj(x) als Losung
eines linearen Gleichungssystems der Bandbreite k£ — 1.

Satz 4.4 (Approximationseigenschaften kubischer Splines)

Gegeben sei eine Funktion f € C*a,b] mit max W (z)| < M sowie ein Gitter

A={a=zsg<mr<...<z,=0b}

mit Schrittweiten h; := x; 1 —x;, (i =0,1,...,n—1) und einer Konstanten
K> max h; / min h;.
0<i<n—1 0<i<n—1
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Dann gibt es zum vollstindigen interpolierenden kubischen Spline sa Konstanten Cy, Cf,
Cs und Cs, die von A und K unabhdngig sind und fir die gilt

|f(k)(m) — S(Ak)(JT)| < C’kMK< max hi)47k

0<i<n-—1

, (x€la,b], k=0,1,2,3)

in jedem Punkt x, in dem S(Ak)<£lj'> definiert ist.
Beweisidee (i) f(z;) = sa(x;) fir Stiitzstellen z;

(ii) Abschétzung von |f”(x;) — sA(z;)| durch Einsetzen von f in das Gleichungssystem
aus Bemerkung 4.2

(iii) Hieraus Abschitzungen fir x # z;.

Bemerkung 4.5 (Bernstein—Polynome und Bezier—Kurven)

a) Bernstein—Polynome

Eigenschaften
a) i-fache Nullstelle x = 0, (n — ¢)-fache Nullstelle z = 1
b) B

) 'n B™(z) = i (?)(1 ) = (=) +2)" =1

>0
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b) Bezier—Kurve

geg.: Kontrollpunkte by, by, ..., b, € R*

Bezierkurve im R*: Z b B (z), (z €[0,1]).
i=0
e Anfangspunkt by, Endpunkt b,

e Tangente in by verlauft durch by, denn

d Loy d omy d e
B0 (0) ==, =B"(0)=n, =B

e n = 2: Tangenten in by und by schneiden sich in by

0)=0, (i>1)

e Kurve verlduft in der konvexen Hiille des von den b; gebildeten Polygons
= keine unerwiinschten Oszillationen

4.2 Trigonometrische Interpolation — Schnelle Fouriertransfor-
mation

Bemerkung 4.6 (Problemstellung)

Interpolation periodischer Daten durch trigonometrische Polynome.

N = 2n + 1 ungerade

QG | O ‘ TN .
TR = { ons1 (1) :ZEO—I—Z(ajcosﬂerjsmjt) mit a;,b; € R, (j=0,...,n)}

j=1
N = 2n gerade
QG a
TH = { on(t) := 304—2(@]- cos jt+b; sinjt)—i—?n cosnt mit aj,b; e R, (7 =0,...,n)}
j=1

47



Komplexe Darstellung

N-1

TE = {on(t) == cheijt r¢;eC,(j=0,...,N—1)}
=0
Ansatzfunktionen {1, cosjt, sinjt} bzw. {eY" : 0 < j < N —1} sind linear un-
abhéngig ~-» Interpolationsaufgabe zu N Stiitzpunkten (¢, fx), (K =10,1,... ,N —1)
eindeutig 16sbar.

Typische Aufgabenstellung Digitale Signalverarbeitung, Datenerfassung im festen
Takt = &quidistante Knoten, normiert auf t; = k- 2w /N .

Bemerkung 4.7 (Trigonometrische Interpolation auf dquidistantem Gitter)
Zut,=k-2r/N,(k=0,1,...,N —1) sind w; := e = ¢*27/N die N-ten Einheits-
wurzeln.

Interpolationsbedingungen ¢y (tx) = fi, (k=0,1, ... ,N — 1) bestimmen ¢y mit
1 wo wg o Wit o fo
1w w? oo Wt e £
1 w 2 S CN-1 N1
N—-1 Wn_1 WN-1

Bemerkung 4.8 (Komplexe und reelle trigonometrische Polynome)

Gilt fiir das (komplexe) trigonometrische Polynom

N-1
on(t) =) e
=0
on(t) ER, (t€R), sogilt ¢y € TH mit
aj=2Rec;=cj+cy_j, bj=—-2Imc;=1i(c; —cn_j).

Beweis Fiir die N dquidistanten Knoten t, = k-27/N, (k=0,1,... ,N —1) gilt

ot eiNk~27r/N et ei(N—j)tk
N—_——
=1
und

N-1 N-1 N-1 N
gt — —ijt — i(N—j)t ilt
ciet = on(ty) = dn(ty) = cje I = cje( J)k—g CN_je "

7=0 7=0 7=0 =1



= ¢j = cN_; , da Interpolationsaufgabe eindeutig 16sbar.
Wegen e0% = "N =1 ist insbesondere ¢y = ¢, also ¢y € R.
Ebenso folgt ¢, € R fiir gerade N = 2n.

Sei nun N = 2n + 1, so ist

2n n n

E igt E ' ijt E i(N—=1)t
QZSN(tk) = ¢+ cje” k= co + cje” k4 CN_leZ( )

j=1 j=1 =1

n
= o+ > (et 4 e
=1

= co+2 ZRe (c;e7) = ¢y + 2Z(Re ¢j - cos jty — Imec; - sin jty,) .
j=1 j=1

Wegen der Eindeutigkeit des trigonometrischen Interpolationspolynoms folgt die Behaup-

tung durch Koeffizientenvergleich. Analog fiir gerade N = 2n. =

Satz 4.9 (Lésung der trigonometrischen Interpolationsaufgabe)
Fiir dquidistante Stitzstellen t, = k- 2r/N, (k= 0,1, ... ,N — 1) ist die Losung der
trigonometrischen Interpolationsaufgabe

on(te) = fe, (k=0,1,... , N—1)

gegeben durch

F
=

y . 1 . .
qu(t):che]t mit ¢ = o Ofkwk], (7=0,1, ... ,N—1).

<
I
o
bl
Il

Beweis Wegen der Eindeutigkeit des trigonometrischen Interpolationspolynoms reicht
es aus, fir [ =0,1,...,N —1 zu zeigen

7=0 R k=0 g k=0 7=0
Nun ist
N-1 N—-1
iy i N fallsk=1,
Z Yrn = Z Wik = 0 sonst
j=0 3=0 ’
denn
N—1 N-1 N
Wik — 1 i 1 (Wt — o )_wlfk_l_o
o —1 Wik = o —1 Wi W)= =Y,
Wik — : wi—p—1 4 wi—— 1
Jj=0 j=0

falls [ # k, denn w;_j, ist N-te Einheitswurzel. Hieraus folgt die Behauptung. =
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Bemerkung 4.10 (Diskrete Fourier—Transformation)

Fiir 27 periodische Funktionen f € L*(R) erhélt man mit den Fourierkoeffizienten

fi)=5- [ s, (ez)

die abgebrochenen Fourier-Reihen

fult) = > f(j)e”"
j=—n
Setzt man fir N =2n + 1
C—j = CN—j; (]_17 7”)7
SO 1ist
N-1 n N-1
on(ty) = Z ;e = cheijt’“ + Z cjel
j=0 j=0 j=n+1
= Z ;e 4 Z ey = Z ;e 4 Z et = Z c;elt
j=0 1=1 j=0 =1 j=—n
Approximiert man
2t N—-1
27 o
) dt = = te), /
| o= 3 g
k=0 0
so ergibt sich 0 Y t 2n
t
N-1 N-1
Py L g _ L —j
f(])%N f(te)e N fro” = ¢
k=0 k=0

Wegen der Analogie zur klassischen kontinuierlichen Fourier—Transformation heifit die
Abbildung

Fu € e, (RN (o))

0 =0
aus Satz 4.9 Diskrete Fourier—Transformation (DFT) und die Umkehrabbildung

Fiti ()i (Foe,  foi= cjwf,(k;:(],l,...,N—l)

(Fourier—)Synthese oder Inverse diskrete Fourier—Transformation (IDFT).



Beispiel 4.11: Tiefpassfilter

Beispiel  (Prof. Dr.-Ing. P. Pickel, U Halle, Landwirtschaftliche Fakultat)

Fahrweg eines landwirtschaftlichen Nutzfahrzeugs (vertikale Auslenkung)

0.2

0.1

h[m]
o

-0.2

0 100 200 300 400
s [m]

Messdaten im Abstand As = 0.05m
Geschwindigkeit v =2.0m/s
= A;=0.0255 = finput =40Hz

m Programmieraufgabe
® Ubungsblatt 5

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 4.1: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: Ausgangsdaten.

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (lI)

fmax = 2.0 [Hz]
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Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 4.2: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fu.x = 2.0Hz.
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Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (IlI)

fmax = 1.0 [Hz]
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Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 4.3: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fu.x = 1.0Hz.

Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (IV)

fmax = 5.0 [Hz]
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Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 4.4: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: fu.x = 5.0Hz.
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Beispiel 4.11: Tiefpassfilter (V)
fmax = 0.5 [Hz]
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Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 4.5: Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung: f.x = 0.5Hz.

Beispiel 4.11 (Tiefpassfilter)

Anwendung der DFT in der Signalverarbeitung

Elimination hochfrequenter Anteile im Signal, die hdufig durch Messfehler verfilscht
(,Messrauschen®) und dariiberhinaus fiir die praktische Anwendung oft nicht relevant
sind =, Tiefpassfilter*.

praktisch Beriicksichtige in ¢ (t) nur die Terme a; cos jt und b, sin jt, die zu den ersten
Jmax <€ n Frequenzen gehoren (jax ist vom Anwender vorzugeben). Fir N =2n+1
erhélt man

jmax jmax jmax
Joimcot Yoy + 3 enjuiny =co+ D (o) + o), (k=0,1,...,N-1).
j=1 j=1 Jj=1

Beispiel Rauigkeit einer Feldoberflache

(Originaldaten von Prof. Dr.-Ing. P. Pickel, Institut fiir Agrartechnik und Landeskultur).
Die Messdaten fiir die Hohe u(x) einer Feldoberfliche am Ort x liegen im Abstand von
A, = 0.05m vor (Abb. 4.1). Bei konstanter Fahrgeschwindigkeit v = 2.0m/s entspricht
dies einer Frequenz von 1/(0.05m/2.0m/s) =40Hz. Die Abb. 4.2-4.5 zeigen fiir ver-
schiedene maximale Frequenzen fy,., den Vergleich zwischen gefilterten Daten und Ori-
ginaldaten. Die Elimination der hochfrequenten Anteile in u(¢) ist deutlich erkennbar.
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Bemerkung 4.12 (Schnelle Fourier—Transformation)
engl.: Fast Fourier Transform(ation) (FFT)

Problem Standard-Algorithmus zur Auswertung von Fy oder Fy' wiirde O(N?) Re-
chenoperationen erfordern (Matrix—Vektor-Multiplikation).

2m

Cooley—Tuckey (1965) Sei N = 2M gerade und w = ™ oder w—e ¥ .
Dann gilt fiir

N-1
aj=>Y fiwh, (j=01,...,N-1)
k=0

M—1
Qg = ng5k17 Qoly1 = thfkl =0,1,...,.M—1)
k=0
mit M := N/2, £ :=w? und
gk = fi+ fernr s hei= (fr = ferar) 0*
Mit 2M Additionen und 2M Multiplikationen (w* — Wt = w - Wk Ry = (...) - WF)

wird die Berechnung von N Summen der Lange N zuriickgefiihrt auf 2M = N Summen
der Lange M = N/2.

Beweis

N-1 3-1 M-1
Qg = Z frwh? = Z (fkw%l + karg Z k+ fepar) W
k=0 k=0 k=0
N-1 J-1 M—1
N

Qory1 = fkw(ZH—l)k _ (fkw2k1+k+fk @D (Rt ) Z fr — fk+N WF . 2R

k=0 k=0 k=0

Rekursive Anwendung besonders einfach fiir N = 2 = Aufwand zur Berechnung von
ap, aq, ..., an—1 (Analyse oder Synthese) betréigt 2N log, N Multiplikationen.

Algorithmus 4.13 (Schnelle Fourier—Transformation)

_i2m

Sei N =27 und w = e'~N oder w=e '~ .
Eingabe: fo, f1,...,fv-1€C
Ausgabe: «p,a1,...,ay_1 € C mit o, 1= Z fkwkj
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Niegg :=N; z:=w

while N,gq>1 do

Mieq = Nred/2

for j=0:(N/Nya—1)

[ := jNieq

for k=0: Meq—1
a = firk + firk+ Mg
JishiMiea = (frok — frvneten) 2"
Juri=a

Nied = Myea; z:=2°

for k=0:N—-1

| Qo) = [

Vertauschung der Komponenten von « bestimmt durch Permutation o(k):

N-1
a( aj2j) = ZaN_ij mit ag,a,...,ay_1 € {0, 1}.

J=0

=

Il
=)

J
~  bit reversal“, einfache Implementierung durch Bitmanipulationen
e Typisches Beispiel eines ,,divide-and—conquer“—Algorithmus,

e gut parallelisierbar,

e in Signalprozessoren hardwaremsfig verfiigbar.
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