Neuronales Netz (Ein-Schicht-Modell, linear)

— | a7,
— \ W
: E\ AN EEY ¥ Loy
)‘( ¢ / \=a 3= {(x".__;‘w)
w53

Verhalten des Netzes bestimmt durch Gewichte wy, ..., w,
Training des Netzes Waéhle wy, ..., w, so, dass eine grofie Zahl von Tests mit vor-
gegebenen Eingangsdaten (xgj - ))T und bekannten Resultaten y) moglichst gut

wiedergegeben wird:
S aPwiay?, (j=1,....m)
i=1

~~ iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem, Bestimmung von (wy, ..., w,) als Kleinste—
Quadrate-Losung

praktisch Losung der Normalgleichungen oder Losung mittels QR—Zerlegung.

3 Rechnerarithmetik und Rundungsfehler

3.1 Gleitpunktarithmetik

Bemerkung 3.1 (Gleitpunktzahlen)
a) Ganzzahlige Datentypen (INTEGER) mit exakter Arithmetik

—MaxInt — 1, ..., —1,0, 1, ... , MaxInt,

z. B. fiir Indizes in Laufanweisungen.

b) Normalisierte Gleitpunktdarstellung (engl.: floating point numbers) zur Darstellung
reeller Zahlen
F={y:y=+mxp"}CR

mit [ ... Basis (meist 2, 8 oder 16),
t Mantissenlédnge,
e Exponent, epin < e < emax
m ... Mantisse (ganzzahlig), m =0 oder ' <m <
dy d d
Schreibweise y = & 3 % [0.dyds - - - dy] = iﬁ%é Fmtet ﬁ—j)

mit Mantisse m = didy---d; oder m =0.
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3. Rechnerarithmetik und Rundungsfehler m‘

Beispiel Zahlendarstellung in Matlab

>> format long e % Datenausgabe mit vielen Dezimalstellen
>> 1 % Exakte Darstellung ganzer Zahlen

ans = 1
> 1 -1 % Exakte Arithmetik fir ganze Zahlen

ans = 0
>> 1 -1 + 1.0e-15 % Beim Rechnen mit reellen Zahlen koénnen

ans = 1.000000000000000e-015 % Rundungsfehler auftreten, missen aber nicht.
>> 1+ 1.0e-15 - 1

ans = 1.110223024625157e-015 % Reihenfolge der Rechenschritte ist wesentlich
>> 1+ 1.0e-8 - 1

ans = 9.999999939225290e-009 % Groessenordnung der Rundungsfehler: ca. 1.0e-16

>> sqre(2)"2 - 2
ans = 4.440892098500626e-016

ES

Groessenordnung der Rundungsfehler: ca. 1.0e-16

>> factorial(170)

ans = 7.257415615307994e+306
>> factorial(171)

ans = Inf

=

Darstellbarer Zahlenbereich nach oben beschraenkt

=

Zahl 171! uebersteigt darstellbaren Zahlenbereich

Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 3.1: Rechnen in Gleitpunktarithmetik: Beispiel Matlab.

Beispiel =2, t=3, epn=—1, €max =3

e=0 — ...

=1 \ {
[0.100]2 [0.101]2  [0.110]2  [0.111]2 [0.100]2

F n[0,00) ={0, 0.25, 0.3125, 0.3750, 0.4375, 0.5, 0.625, 0.750, 0.875,

1.0, 1.25, 1.50, 1.75, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 5.0, 6.0, 7.0}
[0.111]5
. e=3 |

Beachte: Gleitpunktzahlen sind auf der reellen Achse nicht gleichverteilt.

5.0 6.0 7.0
I T Y | | | ‘ | | |

0 05 10 2.0 4.0

IEEE—Standard 754 [1985] Binére Gleitpunktarithmetik, Quasi-Standard
einfache Genauigkeit (single precision)

4 Byte, =2, t=23, enm = —126, €pax = 127

Zahlenbereich: [1.2p — 38, 3.4p + 38]
doppelte Genauigkeit (double precision)

8 Byte, =2, t=052, enn=—1022, epa. = 1023

Zahlenbereich: [2.2g — 308, 1.8 + 308]
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Abstand zweier positiver Gleitpunktzahlen x, x:
Maschinenepsilon eps = ' ... kleinste Maschinenzahl, diezu 1 =[0.10---0]s * '
addiert einen von 1 verschiedenen Wert ergibt

Sind x, £ unmittelbar benachbart, so gilt

1
Bepsm < |z —Z| <epslz|.

Bemerkung 3.2 (Rundung, Rundungsfehler)

a) Sei G die Menge aller y wie in Bemerkung 3.1, jedoch fiir beliebiges e € Z, und
f1 : R — G eine Abbildung mit

|z — £1(x) 21%1613|$—I|, (z eR).

Der Ubergang x — f 1(z) heifit runden. £1 ist nicht eindeutig, praktisch meist: Gerade—-
Zahl-Regel, d. h., fiir 21, o € G mit T; # T und

|z — 21| = |x — T3] :I%1618|x—x|
wahlt man f1 so, dass d; geradzahlig.

!
b) praktisch fl(x) € F
Exponenteniiberlauf (engl.: overflow): |f1(z)| > max{|y| : y€ F}
Exponentenunterlauf (engl.: underflow): 0 < |f1(z)| <min{|y| : y€ F, y#0}

¢) Zu jedem x € R mit fl(z) € F ist
fl(z) = z(1 +J) mit einem ¢ mit |0] < e

und
£1(z) = 2/(1 + §) mit einem § mit |§] < ¢,

wobei € := %61_'5 die Maschinengenauigkeit (engl.: unit round-off) bezeichnet:
£ ~ 5.96g — 8 (single), e = 1.11g — 16 (double).

Begriindung
Fiir x > 0ist o = p* 3°" mit einem p € [, 3 — 1] und € € [emin, Cmax) - Unmittel-
bar benachbarte Gleitpunktzahlen: p * Bet, f* 37t mit p<p<p. Esgilt

o —£1()] = min [ — gl [ — il }+ 5

1 1
|ﬁ—ﬁ|*ﬁ€_t§E*ﬁe_t:x-—gzv-e

<
= 2%

DO | —

Bemerkung 3.3 (Absoluter und relativer Fehler)
a) Der absolute Fehler einer Grofle mit Soll-Wert € und Ist—Wert & ist

06 =€ — €],
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k-4
€
b) Der in Bemerkung 3.2¢) betrachtete Rundungsfehler erfiillt

fiir € # 0 ist der zugehorige relative Fehler fi(€) :

_|£1(2) — 2

<e.
||

frel(x)

Bemerkung 3.4 (Gleitpunktarithmetik)
Grundrechenarten ope€ {+, — %, /}, op: RxR—>R
Problem F nicht abgeschlossen bez. op

Anforderung (,Standardmodell®)

zopy = (wopy)(l+9)

T opy
146

mit § = §(x,y;0p), 0 =0(x,y;0p), 0] <e, |0 <e.

, (zeF),

Topy =

praktisch z op y ,unendlich genau® (praktisch: ,mit groflerer Mantissenldnge®) aus-
werten, anschlieBend runden auf nachstgelegene Gleitpunktzahl (Gerade—Zahl-Regel).

Alternativen

e Runden auf néchst kleinere bzw. néichst groflere Maschinenzahl ~» Intervallarithmetik

e  Abschneiden“ iiberzédhliger Ziffern (,,chopping®)

7 3

Beispiel =2, t=3, = 1o [0.111], % 2", y = 5= [0.110]5 % 27*

r+y = [0.111] % 2" +]0.110] * 271 = [11.100]5 % 27" + [0.110], x 27"

= [100.010]5 * 271 = [0.100010], * 2*
zFy = [0.100], * 22 = 2.00
17, 1
absoluter Fehler: |2.00 — 5 | = 3
117
relativer Fehler: s g ~ 6%
1

Maschinengenauigkeit: ¢ =272 = g = 12.5%

Bemerkung 3.5 (Rundungsfehleranalyse: Beispiel Addition)

geg.: a,b,ce F
ges.: s=a+ b+ ¢ in Gleitpunktarithmetik
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S = (a—T—b)—T—c

5 = (aFb)+)(1+e)=((a+b)A+4e1)+c)1+e)
= s+ (a+ber+(a+b+clea+ (a+b)erea =s+ (a+b)er + 562

mit |e1], |e2| < e. Terme hoherer Ordnung werden vernachléssigt (, = 7).
a+b a+b
)= [t | < (14 |
frals) = | &2+ a+b—|—c€1 =(1+ a+b+c Je

Beachte Fehler in Zwischenergebnissen (g1) konnen verstarkt werden, ebenso auch
Fehler in Ausgangsdaten.

kritisch |a+ b+ ¢| < |a+ ]

g::a—T—(b—T—c)

s=s+(b+cles+s-e4 mit |eg|, |eg] <€,

b+ c
a+b+c

b+c

vl < ‘
a+b+c€3’_( *

Fras) = [es+ IE

Beachte Gleitpunktoperationen sind in der Regel weder assoziativ noch kommutativ.

Beispiel 3.6 (Addition in Gleitpunktarithmetik)

geg.: f=2, t=3

7 6 3
a=1[0.111]y%2° = 3 b= —[0.110]5 % 2° = — 3 = [0.110] 272 = Gl

5 = ([0.111]y%2% = [0.110]3%2°) + [0.110)p % 272

= [0.001]y %2° F [0.110]y ¥ 272 = [0.100] * 272 F [0.110] % 272

= [1.01],%272=[0.101], % 27" = — = s, exaktes Ergebnis

&l

5 = [0.111)y%2° + (—[0.110]3 % 2° = [0.110]5 * 272)

= [0.111]y % 2° = [0.100]5 % 2° = [0.011] * 2° = [0.110], * 27! = g

~ 1
Ergebnis: [§— s| = 6 relativer Fehler 20%

~ 1
Relativer Fehler in b+ c : e 12.5%
b+c ‘ 9

Verstirkung im Endergebnis 5 ’—:—:1.8
erstar ung 1m n erge nis s Wegen a+b+c

5
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Bemerkung 3.7 (Ausléschung)

Problem Subtraktion anndhernd gleich grofler Zahlen in Gleitpunktarithmetik
geg.: a,be R, ges.: a—1>b

a:=fl(a)=a(l+e,), b:=f1(b)=b(1+e,) mit |ed|, &y <&
flla—b) = a=b=(a—0b)(1+e.) mit | |<e
= a—b+e_-(a—b)+e,-a—¢ep-b

a
a—bga a—>b

lal + \b|)
€
|a — 0]

Relative Fehler ¢,, ¢, in den Ausgangsdaten konnen drastisch verstidrkt werden, falls
la — b| < |al, |b], insbesondere fiir a ~ b.

frala —b) = ebﬂ;]g(u

3 4
Beispiel =9 =2 ph=_
eispiel [ , a £ -

t=5 a=[0.10011),%2°, b=1[0.10010], % 2°

€.~ 0.010, &, ~0.016, ¢~ 0.031
~ 1
@ = b=1[0.10000], % 27* = —

¢ | J2 * 32

1

absoluter Fehler: 35 " 35 relativer Fehler: 8.6%
t=3 a=b=][0.101]y 20

£, = 0.042, ,~0.094, ¢=0125

@ =b=0, relativer Fehler: 100%

Fiithrende Ziffern [0.1001---]5 in @ und b sind gleich und werden bei Subtraktion ,aus-
geloscht = Ausloschung*.

Faustregel Vermeide — falls moglich — die Subtraktion anndhernd gleich grofler Zahlen
in numerischen Algorithmen.

Strategien und Tricks

a) Unvermeidbare Subtraktionen annidhernd gleich groBer Zahlen méglichst an den Anfang
des Algorithmus stellen.

b) Konjugierte Wurzelausdriicke

Vitz—VI-2)(Vi+z+V1-2)
Vitz+V1-2z

2x o < 1
= , T
Vi+z+V1—x

e Vitzrz—V1-z =
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Bemerkung 3.7¢): (Vermeidbare) Ausléschung
L. -9 (1-cosx)/x-x/2
Beispiel: x10 : ‘ ‘
1—cosz - -
f(m) - 5l — Reihenentwicklung | |
€T — numerisch
see
numstab.m \
2 \‘
< i
=} 0 | "
% -> evaluate data 3 T [
x = logspace ( -12, -4, 801 ); 0 AN ‘ \
f = (Q-cos(X))./x - x/2; \
res = x/2 .* ( -x."2/12 + ... \
X."/360 - x.76/(360*7*8) ); \\
% -> plot \
semilogx ( x, res, "g", x, £, "r* ); \
xlabel ( "x" );
ylabel ( "Ergebnis” ); 5
title ( "(1-cosx )/ x-x/2");
legend ( "Reihenentwicklung®, "numerisch” ); 2 ‘_10 ‘-8 ‘-6 4
10 10 10 10 10
X
Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 3.2: Analytische Umformungen zur Vermeidung von Ausléschung.

[1)2
o Prprtqg=0 = ILQ:—gi %—q

Ausloschung fiir |g| < 1, deshalb fiir p # 0
5 1 fir p>0,
r] = —g—sgn(p)\/%—q mit  sgn(p) = 0 fir p=0,
-1 fir p<o0,

Ty = 4z (ViETAscher Wurzelsatz)
x

¢) Analytische Umformungen, z. B. Reihenentwicklungen (vgl. Abb. 3.2)

1—cosz 1 z? at z x’
— - F ) =20- T
. x( (=g +g T ) =50-3 )
. l—cosx «x . , |z a2?
Fehler der Approximation ——— & 5 betragsméflig beschrankt durch ERED
x

(Reihenrest alternierender Reihen, Satz von Leibniz)
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Beispiel 3.9: Vektornormen
oo N\1/2 o
lzl]2 = ( > ) ... Euklidische Vektornorm
1=
n
lzlls = > | ... 1-Norm
i=1
|[z]lo = ~max |z ... Maximumnorm, co—Norm
i=1,...,n
1-Norm Euklidische Norm Maximumnorm
Kugeln
{z: el <1} 1 1 1
N0 <> Sa] O 0
-1 -1 -1
1 0 1 1 0o 1 1 0 1
X, X, X,
Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, FB Mathematik und Informatik
Martin Arnold: Numerische Mathematik fiir Fachrichtung Informatik und Lehramt (WiS 2005/06)

Abbildung 3.3: Einheitskugeln im R2.

3.2 Vektor- und Matrixnormen

Definition 3.8 (Vektornorm)

FEine Abbildung ||.| : R — R heifft Vektornorm auf R", falls
1. |lz| >0, (z€R™) und ([lz|=0 & 2=0) (Positivitdt),
2. Nazx| = |a|||z], (¢ € R, z€R™) (Homogenitdt),
3. Nz +yll <zl +lyll, (z,y e R™) (Dreiecksungleichung).

Beispiel 3.9 (Vektornorm)

a) x|l = Euklidische Vektornorm
n
|z||1 = Z]ml| ... 1-Norm
i=1
|%]|lo := max |z;|] ... Maximumnorm, co—Norm

i=1,...,n

b) Kugeln im R™: {z : ||z|| <1}, vgl. Abb. 3.3.
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Bemerkung 3.10 (Eigenschaften von Vektornormen)

a) Jedes Skalarprodukt (.,.) in R" erzeugt eine Vektornorm in R™:
[} == vz, 2)

mit [(x,y)| < |lz|-||y]l, (z,y € R") ... Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

b) Auf R™ sind sémtliche Vektornormen dquivalent, d. h., zu beliebig vorgegebenen Vektor-
normen ||.|, ||/l gibt es Konstanten ¢, ¢ > 0 mit

cllzlly < llzll, <elzlly, (zeR™).

Definition 3.11 (Matrixnorm)

a) Eine Abbildung .|| : R™*"™ — R heiyfst Matrixnorm, falls
1. A >0, (AeR™") und (||A|=0 & A=0) (Positivitit),
2. ||eA|l = |af - ||A]], (v € R, A€ R™™) (Homogenitdt),
3. |1A+B|| < ||A|| + B, (A, B eR™™) (Dreiecksungleichung).

b) Eine Matriznorm ||.|| heifit submultiplikativ, falls
[AB|| < [|Al-IB], (A€R™", BeR").

¢) Eine submultiplikative Matriznorm ||.|| heifst vertraglich (auch: konsistent) mit einer
vorgegebenen Vektornorm ||.||, falls

[Az]| < A] - [l«ll, (A€ R™", zeR").

Beispiel 3.12 (Frobeniusnorm)

. Frobeniusnorm

e Submultiplikative Matrixnorm, vertréglich mit ||.|:

m

a3 = Z(i o) <3 (D) (S00) = 1AL el

=1 =1 j=1 7j=1

o Ll =vn

Satz 3.13 (Zugeordnete Matrixnorm)

Zu einer vorgegebenen Vektornorm ||.|| wird durch

A
A A = sup AT g 4z
=0 2] =
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eine submultiplikative, mit ||.|| vertrigliche Matriznorm definiert, die der Vektornorm ||. ||
zugeordnete Matrixnorm. Es gilt ||I,]| =1.

Beweis: vgl. Huckle/Schneider, Anhang B.2, z. B.

[l

| 1,]] = sup 1.

ero 2l

Beispiel 3.14 (Zugeordnete Matrixnorm)

a) Zeilensummennorm
n
1Al == max " ay|
i=1,....m <
7j=1

ist ||z||co zugeordnet, denn

----------

n n
e zueinem ip € {1, ..., m} mit Zl las,,;| = Joax Zl la;;] wéhlt man z € R™ so,
j= =
dass [|z||ec =1 und z; =1, falls a;,; > 0, x; = —1, falls a;, ; <0

n n
= Azl 2 ) laigymsl = Y laig] = [14]l -
j=1 j=1

b) Spaltensummennorm
m
[ Allx == nax Z la;;| st ||z||; zugeordnet.
j=1,...n —

c) Spektralnorm
Al == max /A(ATA)

)

Fiir orthogonale Matrizen U € R™" also U'U =1I,,,ist \(U'U)=1 und ||U]s=1.

3.3 Kondition und Stabilitit

Bemerkung 3.15 (Eingabefehler und Fehler im Ergebnis)

analytisch FEingabe + — Algorithmus / Berechnungsvorschrift

—  Resultat f(x)
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numerisch Fehler im Resultat entstehen durch
— Eingabefehler
— Fehler im Algorithmus

Numerische Eingabe = € F' représentiert

Eingabemenge FE={zcR: f1(7)=
Resultatmenge R = f(E):={f(2): 2

S]
—

m

E}

,»Kondition* Maf fiir das Verhéltnis von R zu F

Ziel Fehler in der Berechnungsvorschrift sollen Menge R nicht
deutlich vergréfiern

Fehler im Ergebnis y = f(x):
5y = f(x+6$) —f(CL’) - f,(x)(sw

Relativer Fehler: ) ,
19yl _ ") 0l _ Nz lHLF G [19l]

=l = Iyl ]

Definition 3.16 (Konditionszahl)
Zu einem Problem x> f(z) heifit

el @)l
o = @]

Konditionszahl. Das Problem ist gut konditioniert, wenn cond, klein ist, und schlecht
konditioniert fiir grofie Konditionszahlen cond,.

Beispiel 3.17 (Kondition)

. . re’ e e
Exponentialfunktion 2+ e”, cond, = | - | =|z|, gut konditioniert fiir |z| ~1.
e
g1
Logarithmus x +— Inz, cond, = ‘ L ‘ = ——, sehr schlecht konditioniert fiir z ~ 1.
Inx | In z|
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Gute / schlechte Kondition

f 4
l [
7 “\_\'I’ B S o
= / .:f\: P ."‘"’/ I| Iﬁl ‘:‘i I
= L }{;_ — __..,z:j"' LF __!II'....._. —
- T .J:‘!-ﬁli,\,- I".\ X

Polynomnullstellen héufig schlecht konditioniertes Problem
Beispiel: 7(t) = t* — 83 + 24t — 32t + 15.99999999 = (¢ — 2)* — 1078
t12=2+0.01, ¢34 =2=£0.017

Relativer Fehler bei Darstellung von 15.999 99999 durch 16.0: &, = 6.25-107'°, z. B.
bei Maschinengenauigkeit ¢ =8-1071 = #5354 = 2.0

0.01/2.01

- 6
6.25.10-10 = 5010

condy, , =

Bemerkung 3.18 (Berechnungsvorschrift)

Zum mathematischen Problem  +— f(x) sei die Abbildung x — f(x) gegeben zur Be-
rechnung von f(z) in Gleitpunktarithmetik (u. a. auch Reihenfolge der Rechenoperationen
festgelegt) ~~ Berechnungsvorschrift

Beispiel f(z)=1-—+v1—2?, fiir |z| < 1 gut konditioniert, cond, ~ 2.

Berechnungsvorschrift 1:  f(z) =1 — ( 1- (x2)>

Berechnungsvorschrift 2:  f () == (%)
<1+( 1- (xQ))>

Definition 3.19 (Numerische Stabilitét)

Zu einem gut konditionierten Problem x +— f(z) heifst eine Berechnungsvorschrift x —
f(z) numerisch stabil, wenn die relativen Eingabefehler durch die Berechnungsvorschrift
nicht vergrofiert werden, und numerisch instabil sonst.
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Bemerkung 3.20 (Lineare Gleichungssysteme: Kondition und Stabilitiit)
a) Betrachte zu gegebener regulidrer Matrix A € R"*™ und gegebenem b € R” die Losung

des linearen Gleichungssystems Az = b als Abbildung b +— z := A7'b mit gestérten Ein-
gangsdaten b und exakten Matrizen A, A=! =
Alx+6,)=b+68, Axr=0>
1621 = [[A7 el < 1A Nl
16l = [l Az]| < [|A[l ||
16|

. [0z 1
Ergebnis < JA|l-[|A7 - T+
[Ea 0]

e Empfindlichkeit der Losung gegeniiber Storungen in den Eingangsdaten wird be-
schrieben durch die Konditionszahl cond(A) = || A| - || A7

e Ergebnis lasst sich iibertragen auf Empfindlichkeit gegeniiber Storungen in A.
o Wegen 1< ||L] =[|A-A7Y < ||A|l- |A7Y] gilt stets cond(A) > 1.

Gut konditioniert: cond(4) ~ 10?
Schlecht konditioniert: cond(A) > 10°

1 0 1 0
(M)’ (0 1/8)1“1 -

1
= condy(A) =1-—- = - — oo fiir ¢ — 0, Fehlerverstarkung um Faktor 1/¢ moglich
e €

Beispiel 1

Beispiel 2
Hilbert-Matrizen H®™ = (hl(]n))” e R mit W =1/(i+j—1), (i,j=1,...,n).

n

1
Zu b™ e R p) = (bl(”))i mit b§”) = E F— ist die Losung ™ des linearen
” T )] —
J=1

Gleichungssystems H™z(™ = p(™ gegeben durch ™ = (1,1,...,1)7.
Fehler der mit Matlab (& = 1.1g — 16 ) berechneten Losung ™ :

n | |2 — 2|y | condy(H™)
2 9.0e-16 1.9e+01
4 4.6e-13 1.6e+04
6 3.5e-10 1.5e+07
8 1.3e-08 1.5e+10
10 3.0e-04 1.6e+13
12 1.6e+00 1.7e+16

b) Fiir orthogonale Matrizen @ € R™™ ist Q™' = Q" und [|Q[l2 = |Q |2 =1

= condy(Q) = 1. Operationen mit orthogonalen Matrizen lassen die Kondition einer
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Matrix unverdndert: A = QR = condy(R) = conds(A).

¢) Realisierung des Gaui—Algorithmus in Gleitpunktarithmetik:

Fehlerschranke hiangt linear ab von max Lk -

Spaltenpivotisierung: |l;z] <1 ~» kleine Fehlerschranke

Numerische Stabilitéit: numerische Losung Z erfiillt

(A+da)T =10
mit "
19.4]] 0 < s max; j . |a;; |€
[Allo = max; j [a;;|
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