Ho6here Ableitungen Interpolationsbedingungen

4" o K

@(xj):y](. , (j=0,1,...,n; k=0,1,...,¢;)

bestimmen das Hermite—Interpolationspolynom ® € I, mit r+ 1 = Z(l +¢j).
=0

2 Lineare Gleichungssysteme

2.1 GauBlscher Algorithmus

Bemerkung 2.1 (Aufgabenstellung)

geg: AeR™™ beR" n=10"...10"

ges.. Losung x des linearen Gleichungssystems Ax = b

formal z = A~'b, numerisch ungeeignet (Rechenaufwand zur Auswertung von A~1)

Losbarkeit 2 € R™ genau dann eindeutig bestimmt, wenn A regulér

n=2,n=3 Losung mittels Cramerscher Regel

Bemerkung 2.2 (Lineare Netzwerkmodelle)

Modellbildung komplexer Systeme (Technik, Umwelt)
Basisbausteine, verkniipft durch Ein-/Ausgangsbezichungen und Erhaltungsgrofien

Beispiel elektrische Schaltungen, Chip-Design

T_ [ | Basisbaustein: Widerstand
- Ohmsches Gesetz
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1. Kirchhoffsche Regel

In jedem Knoten: Summe der zuflieBenden gleich Summe der abflieBenden Stréme

2. Kirchhoffsche Regel

In jeder Masche: Summe der Spannungsabfille gleich Summe der Quellspannungen

Ergebnis Lineares Gleichungssystem
@ 1 0 -1
@ 0o -1 1
@ -1 1 0
@) 0 0 0
(D, @®),®)] R 0 0
(@,3,@)] 0 R 0
(D,®,®] 0 0 B
(D, @,®] Ry Ry Ry

Ry
0

—Rs
R;
0

— Ry
0
0

I
I
I3
I
I;
Is

T oo o o o o

Streicht man die redundanten Gleichungen @ = —@ — @ — @ und

(D,@,0]=[0,@.0]+(@.0,@]+[0,@.®],

so ergibt sich Az = bmit A € R®*® o = (I, I, ...

Beachte

I)T € RS, b=1(0,0,0,U,0,0)7 € RS.

e Anteil der Nichtnullelemente in A gering = ,schwach besetzte“ Matrizen

e Position der Nichtnullelemente a;; in A ergibt sich aus der sog. Topologie der Schal-

tung

Bemerkung 2.3 (Gestaffelte Gleichungssysteme)

Spezialfall Rz = z mit regulérer oberer Dreiecksmatrix R = (r;) € R™*",

d. h., TZ‘Z‘#Oj rij :07 (Z:

1121 + T12%2 +

T92X9 +

.+ T,

.+ Ty,

1...on;j=1,....i—1).

:Zl

T'nnTn =
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Beispiel
101’1 — 733'2 + 0- T3 = 7
2519+ H-x3= 2.5

6.2 25 = 6.2
6.2 25-5-1 T+7-(=1)

= — = ]_ = —_— = — = —_— =

T BT T 2.5 i 10 !
r=(0,—-1,1)" ... Riickwirtssubstitution
allgemein
Zi — Z Tijﬂﬁj
xnzz—n, T = =l , (i=n—1,n—-2,...,1)
T'nn Tii

Algorithmus

fore=n:-1:1
s =z
forj=(i+1):n
BERSICE

X =81y

Matlab—Code

x = zeros(size(z));
x(n) = z(n)/r(n,n);
for i=n-1:-1:1,
x(1) = ( z(1) - r(i,i+1:n) % x(d+1:n) ) / r(i,1);
end;

analog Lz = z mit reguldrer unterer Dreiecksmatrix L = (I;;) € R™*",
d.-h,l; #0,0l;=0,(i=1,...,n; j=i+1,...,n) = ,Vorwirtssubstitution“.

Bemerkung 2.4 (Gauf3scher Algorithmus)

Idee Gleichungssystem Ax =0 in dquivalentes gestaffeltes Gleichungssystem umfor-
men durch

e Multiplikation einer Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl,
e Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung und / oder

e Vertauschung von Gleichungen.
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Beispiel
10z — Tzq =7
—3x1 + 229 + 623 = 4
91 — To + dxrz3 = 6

Schritt & Addiere Vielfache der k-ten Gleichung zu den Gleichungen k+ 1, ... ,n, so
dass in der k-ten Spalte unterhalb der Hauptdiagonale die Nichtnullelemente eliminiert
werden ~~ engl.: Gaussian elimination

k=1
101’1— 7132 = 7
II'=+2 «I+1I : — 0.1z 4 623 = 6.1
"= -2« [+ II: 251y + bx3 = 2.5
k=2
10131 — 71‘2 = 7
— 0.1z + 6z3= 6.1
1" = +25 « 11" + 111" : 15525 = 155

Riicksubstitution = z = (0, —1,1)".

Problem Hauptdiagonalelement afi) = 0 im k-ten Eliminationsschritt

Losung Vertauschung der k-ten Gleichung mit einer der Gleichungen £+ 1, ... ,n so,
dass Pivotelement a,gz) # 0 (stets moglich, falls A regulér).

Strategie Bestimme im k-ten Eliminationsschritt p € {k, k+ 1, ... ,n} so, dass
) = max {[a{f| - 1=k k+1,....n}

und vertausche k-te und p-te Gleichung = (Spalten)-Pivotisierung
~ auch vorteilhaft zur Verringerung des Einflusses von Rundungsfehlern

Beispiel k£ = 2, tausche Gleichungen 11" = III’

10zy — Txy = 7
=TI : 2.5, + 53 = 2.5
=1 . — 0.1z + 623 = 6.1

10y —  Txs = 7

2525 + brs= 2.5

M =L «01 4100 6.225 = 6.2

21



Algorithmus

fork=1:n-1
p:=Fk, s:=|al
fori=k+1:n
| if |a;| > s then p:=1i; s:=|a;]
forj=k:n
| s:=ak;; agj = apj; Gy =5
s:="by; by:=0b,; b, =5
fori=k+1:n
lig = az‘k/akk§
bi :=b; — Li. - by,
forj=k+1:n

| aij = aij — lig - ag;

Bemerkung 2.5 (LU-Zerlegung)
k-ter Eliminationsschritt in Matrixschreibweise (ohne Pivotisierung)

AR s AR it
k=1 n—k+1

k—1

AR — A1) \

n—k+1 OL n—Fk
0

n—=k
1
1
A1) 1 CA® (1 = [®)4®)
~lpg1p 1
—ln i 1
mit
0
0
Lk = 0 , AV = A A™ = U (obere Dreiecksmatrix),
lks1r O
Ln i 0



Auflésen nach A
A=LU mit L:=I-LY) ... (1—-Lr)=1
Wegen LOLY =0, (i < j), ist
(I—INI+ LN =T-LO 4+ 1O =1 = (I-LO=(1+LY).
AuBerdem erhilt man (I + LO)(I 4+ LU)) =T+ L® + LU) (i < j), also insgesamt

L=T+LW)y (I +L" ) =741+ L@ 1 4 LY untere Dreiecksmatrix.

Ergebnis GauB3—Algorithmus berechnet LU-Zerleqgung von A: A = L -U mit der obe-
ren Dreiecksmatrix U aus dem gestaffelten linearen Gleichungssystem und der unteren
Dreiecksmatrix L, die die Eliminationskoeffizienten [;;, enthélt und deren Hauptdiagonal-
elemente = 1 sind.

praktisch Abspeicherung der Nicht—Diagonalelemente von L unterhalb der Hauptdia-
gonalen von A.

Pivotisierung Spaltenpivotisierung = LU = PA mit Permutationsmatriz P

Beispiel wie oben

100 10 =7 0 1 0 0 10 -7 0

001 ||l -3 26]=[ 122 10 0 25 5

010 5 —1 5 —3/10 —1/25 1 0 0 62
P A L U

Loésung linearer Gleichungssysteme

Schritt 1 Berechne mittels Gaui—Algorithmus mit Spaltenpivotisierung die LU—Zer-
legung PA= LU .

Fiir jede rechte Seite: Schritt 2 Vorwértssubstitution

Ly=Pb ~ y
Schritt 3 Riickwartssubstitution
Ur=y ~ x

Software e Matlab-Kommando 1u

e LAPACK (FORTRAN, C), iiber http://www.netlib.org
DGETRF, DGETRS

Rechenaufwand Gemessen in flops ... Floating point operations
(1 Gleitpunktaddition, 1 Gleitpunktmultiplikation)

Schritt 1 % + O(n?) Rechenoperationen, vgl. Bemerkung 1.6

Schritt 243  jeweils ”72—1-(’)(71) Rechenoperationen = n?+O(n) Rechenoperationen
pro linearem Gleichungssystem

23



Bemerkung 2.6 (Symmetrische Koeffizientenmatrizen, Cholesky—Zerlegung)
Wichtiger Spezialfall: Az = b mit A = A", insbesondere auch symmetrische, positiv de-
finite Koeffizientenmatrizen A, d. h.

e"Az >0, (zeR™\{0}).

A= AT GauB-Algorithmus ohne Pivotisierung ~ A= L-U

Sei D := diag u; = D7'U ist obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonalelementen = 1.
1<i<n

AT'=(L-D-D'U)" =(D'U)'DL"T

Aus der Eindeutigkeit der LU-Zerlegung (!) folgt DU = LT, also A = LDL".
Berechnung mit %3 + O(n?) Rechenoperationen moglich.

Pivotisierung: gleichzeitiger Zeilen- und Spaltentausch, um Symmetrie zu erhalten.

A symmetrisch, positiv definit Man zeigt, dass der Gau—Algorithmus ohne Pivo-
tisierung stets durchfiihrbar ist. Wegen 0 < y' Ay fiir y:= (L") 'z ist

0 <y Ay= (L) "2) (LDLT)(LT) "a) = (LT(L")'2) ' DILT(LT) "a) = " Da.

also ist auch D positiv definit: D = diag d; mit d; > 0.

1<i<n

Cholesky—Zerlegung von A
A=LL" mit L:=L-DY* DY?=diag, \/d;

aix a2 - Qip {11 R l11 {21 {nl
agr Gp -t G | lor oo log - Lo
Ap1 Ap2 " dpn an an s Znn lAnn
Algorithmus
fork=1:n
N k1 ~ 1/2
lkk = (akk — lk])
j=1
fori=(k+1):n
k—1
Lik <azk - lijlkj> /lkzk
j=1

Vorwiirts- / Riickwértssubstitution ) )
wie im allgemeinen Fall, beachte jedoch, dass nur L, nicht L' abgespeichert wird.

n3

Rechenaufwand - + O(n?) Rechenoperationen, n Quadratwurzeln
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2.2 Lineare Ausgleichsrechnung

Bemerkung 2.7 (Methode der kleinsten Quadrate)

geg.. AeR™" m>n, rank(A)=n, beR"
ges.: ,Losung® x € R"” von Ax =

Methode der kleinsten Quadrate (Gauf)
Da i. Allg. keine klassische Losung x € R™ mit Ax — b= 0 existiert, sucht man als

verallgemeinerte Lésung ein x € R™ so, dass
|Az — b||2 — min . (%)

m

1/2
Hierbei bezeichnet ||v[; := VvTv = (Z vz) die euklidische Vektornorm des Vektors

)
i=1

v=(v;), € R™, vgl. Abschnitt 3.2.

Eigenschaft: Fiir Vektoren y = (y;) € R", z = (z;) € R™" gilt

Y\ _ - 2 m_nz_ 2 2
()= > v+ 3= = Il + -

Das Kleinste—Quadrate—Problem (x) ist dquivalent zu

m n 2
| Az — b||3 = Z (Z a;;T; — b,;) — min .
=1 j=1
Notwendige Bedingung fiir Minimum

n

8 m
0= ofldr =3 =230 (P apm —biJaw,  (k=1L....n),

i=1 j=1

m n m

Z%‘k(ZGij%‘) :Zaikbi, (k=1,...,n),

i=1 j=1 i=1

Gauf3sche Normalgleichungen ATAx = ATb

Wegen ATA = (ATA)T € R und rank (A) = n ist AT A symmetrisch und positiv de-
finit:

EER™\{0} = &£T(ATA)E = (¢TAT)(AE) = (Ag)"(A¢) = || A¢]lz > 0,

denn A¢ # 0 wegen £ # 0 und rank (A) =n.

Losung der Normalgleichungen mittels Cholesky—Zerlegung
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Problem Bei Verwendung der Gaufischen Normalgleichungen reagiert die numerische
Losung oft sehr empfindlich auf Rundungsfehler.

Alternative Orthogonalisierungsverfahren, vgl. Bemerkung 2.10.

Beispiel 2.8 (Lineare Regression)

44 5

geg.: Messdaten (x;,y;), (i =1,...,m), mit Messfehlern behaftet

ges.. Gerade y = axr + b, die die Messwerte , moglichst gut® approximiert:
yica+br,, (i=1,...,m)

m

Ansatz Z(a + bz — y;)* — min
i=1

Matrixschreibweise
1 1
a . T m L2 mx2
A p) =y mit y=(Y1,. - Ym) ER™, A= , eR™* n=2
1 =z,
Normalgleichungen A'A- (Z) =A'y
mo ) > _i
m g (Z) —| = = abeR
2

Jj=1

m
PIE DB 2wy
i=1 i=1

Bemerkung 2.9 (Orthogonale Transformationen)

Idee Verwende orthogonale Transformationen, um lineare Gleichungssysteme und linea-
re Ausgleichsprobleme in dquivalente Probleme einfacherer Gestalt umzuformen.
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n = 2 Drehungen, Spiegelungen

hier Drehmatrizen "

Q:( cosf sin@) : »(

—sinf cosf il

Literatur zu Spiegelungsmatrizen:
Stoer, Deuflhard/Hohmann

allgemein Givens-Drehungen, Householder—Spiegelungen

hier Givens-Drehungen

1
1
c s I
1
le: .'. GRme
1
—5 c k
1
1
l k
mit ¢ =cosf, s=sinf, 2+s>=1.
Bestimme 6 so, dass (GMA) g =0
|
ag — —say+cay = 0 und A4+s2=1.
aul > lau 1
a ayl : Ti=—, §i=-— =57
& ! Qg V1472
Qe 1
: =c-T

law| < |au| : T:za—”, c.:ﬁ,

Bemerkung 2.10 (QR—Zerlegung)
geg.: AeR™" m>n, rank(4)=n
Schrittweise Elimination der Nichtnullelemente a;;, (j < ¢) mittels Givens-Drehungen:

A— G21A — G31G21A — ... Gml cee G31G21A — G32Gm1 cee G31G21A — ... > R

mit

R n
GmnGmfl,n te GnJrl,nGm,nfl te G(32G(ml ce G31G21A =R = ( 0 )

n
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QR~Zerlegung A = QR mit der orthogonalen Matrix

Q:=GyGy - G,

T T
m,n—lGn+1,n U Gm,n :

Wegen n = rank (A) = rank (R) = rank (R) ist R € R™" regulir.

Losung regulirer linearer Gleichungssysteme
1. QR~Zerlegung mittels Givens-Drehungen, §n3 + O(n?) Rechenoperationen
2. Ar=b & QRx=b & Rr==z, Qz=0b
2a) 2=Q 'b=GCnpn1(Gun2(Gnino(- G3(Gorb) --+)))

Berechnung durch sukzessive Auswertung von Matrix—Vektor-Produkten
Grw, keine explizite Berechnung von ()
2b) Lose Rz = z mittels Riicksubstitution.

Besonders geeignet fiir Gleichungssysteme Ax = b, deren Losung sehr empfindlich gegen-
iiber Rundungsfehlern ist, und zur numerischen Rangbestimmung von A.

Losung von Kleinste—Quadrate—Problemen
Wegen ||wl]|3 =w'w ist ||wl]|s invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen:

[Qul3 = (Qu) " (Qu) = w (QTQ)w = ww = [Jwl]3
= Az = b|3 = |QRz — ||} = |Q(Rz — QTb)[3 = | Rz — Qb3 = |[Rx — 2|3 + || 2213
z n
it @b(> .
Z9 m—n

Losung: Berechne Qb und lose Rz = z mittels Riicksubstitution.

Beispiel 2.11 (Neuronale Netze)

Idee Entscheidungen féllen auf Grundlage einer Vielzahl von Einzelinformationen in
Anlehnung an Entscheidungsprozesse im menschlichen Hirn.

Beispiel Mensch Beim Verlassen des Hauses Regenschirm mitnehmen?

Aktuelles Wetter, Wettervorhersage, Wind, Wolken, voraussichtliche Dauer des Aufent-
halts im Freien, eigener Gesundheitszustand (Erkéltung), ...

Grundlage der Entscheidung: Erfahrung

Konsequenz einer Fehlentscheidung: Lerneffekt

Beispiel Technik Wische in Waschmaschine ,,stark verschmutzt*

Messung der Wassertemperatur und Wassertriibung an verschiedenen Punkten
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Neuronales Netz (Ein-Schicht-Modell, linear)

——.—A\,J"

—_— \ o
: E N ZU;XLL» Yot _La%

Al
]
i

| ~ 3= )
.lh.;.' uv" {
Verhalten des Netzes bestimmt durch Gewichte wy, ..., w,
Training des Netzes Waéhle wy, ..., w, so, dass eine grofie Zahl von Tests mit vor-
gegebenen Eingangsdaten (xgj - ))T und bekannten Resultaten y) moglichst gut

wiedergegeben wird:
S aPwiay?, (j=1,....m)
i=1

~~ iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem, Bestimmung von (wy, ..., w,) als Kleinste—
Quadrate-Losung

praktisch Losung der Normalgleichungen oder Losung mittels QR—Zerlegung.
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