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Spezielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
Aufgabenstellung

Fallunterscheidung
Hat g eine Nullstelle a € R, so ist y(z) = a Losung. Andernfalls ist g(y) #0, (y € D).

Transformation Division durch g(y) # 0:

Cdy /
—— = [ f(z)dx
/ 9(y) )
1
Losungsschritt T.1 Bestimme Stammfunktionen H(y), F(x) von o) und f(z).
9y
Ergebnis: H(y) = F(z)+c¢, (ceR).

Losungsschritt T.2 Lose — wenn moglich — H(y) = F(x) + ¢ auf nach y.
Ergebnis: Allgemeine Losung y(z;c¢), (¢ € R).

Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen
Aufgabenstellung

Voraussetzungen = # 0 und f(z) # 2, (z € R).

Substitution

)= o @) =) - = /7]0(2‘;272: do (A1)

x
N o % o _yl=)
Losungsschritt A.1 Substitution z(z) := ——.
x

Ergebnis: Differentialgleichung (A.1) mit getrennten Variablen.
Losungsschritt A.2 Bestimme die allgemeine Losung z(z;¢) von (A.1), vgl. .

Losungsschritt A.3 Allgemeine Losung: y(z;c) = - z(z;¢), (¢ € R).

Lineare Differentialgleichungen
Aufgabenstellung

y'(z) = p(a) -y +7r(z) \

Die allgemeine Losung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung ist

y(z) = yo(x) + yn(z)

mit einer beliebigen speziellen Losung yo(z) der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung und der allgemeinen Losung yj,(x) der zugehdrigen homogenen linearen Differen-
tialgleichung

Yn(x) = p(x) -y (L.1)
Losungsschritt L.1 Losung der homogenen Differentialgleichung (L.1):
Die homogene Differentialgleichung (L.1) ist eine Differentialgleichung mit getrenn-
ten Variablen mit f(z) = p(z), g(yn) = yn, val. [T].

T.1: Die Stammfunktion H(yy) ist H(ys) = In|ys|. Die Stammfunktion F(z) von
f(z) = p(x) sei mit P(x) bezeichnet.

Ergebnis von T.1: Implizite Losungsdarstellung In |y,| = P(z) + ¢, (c € R).
T.2: Auflésen nach yy,
yn(z; C) = CeP@), (C eR).

Losungsschritt L.2 Bestimmung einer speziellen Losung yo(z).

Methode (a): Variation der Konstanten
Losungsansatz: yo(z) = c(z) eP(@)

Einsetzen in die inhomogene lineare Differentialgleichung ergibt
)@ =r(z) = c2)= / e POr) de.

Lasst sich dieses Integral geschlossen auswerten, so erhélt man die gesuchte spezielle
Losung yo(x) = c(x) e”® in geschlossener Form.

Methode (b): Spezielle Ansitze fiir Differentialgleichungen mit p(z) = const.

o Ist r(z) polynomial in = Ansatz yo(z) = ¢(z) mit einem Polynom g.

o Ist r(x) = r.(x)e*” mit einem Polynom r. = Ansatz yo(z) = g.(z) e mit
einem Polynom g.

o Ist r(z) = ry(z) sinkz + r.(z) cos kx mit Polynomen r, und 7.
= Ansatz yo(z) = ¢s(z) sin kx + g.(z) cos kz mit Polynomen ¢; und g¢..

Losungsschritt L.3 Allgemeine Losung: y(x;¢) = yo(x) + yn(x;c), (¢ € R).




Bernoullische Differentialgleichung

Aufgabenstellung
Y (z) =pla)y +r()y"| mit n¢{0,1}
Substitution
A2) = (y@@)™" = @)= (1 —n)p(@)2(2) + (1 - n)r(x) (B.1)

Losungsschritt B.1 Substitution z(z) := (y(alc))lﬂ7
Ergebnis: Inhomogene lineare Differentialgleichung (B.1) in z(z), vgl. 4

Losungsschritt B.2 Bestimme die allgemeine Losung z(x; ¢) von (B.1), vgl. .

Losungsschritt B.3 Bestimme die allgemeine Losung y(z; ¢), (¢ € R) durch Auflssung
der nichtlinearen Gleichung z(z;c) = y(x;c)'™ nach y.

'R| Riccatische Differentialgleichung
Aufgabenstellung

y/(@) = pla)y + r@)y +qlx) |

Voraussetzung
Sei eine spezielle Losung u(x) der Riccatischen Differentialgleichung bekannt.

Substitution
v(z) i=ylz) —u(x) = V(2)=(p)+ 2u@)r(z)) v+ r(z)v? (R.1)

Losungsschritt R.1 Substitution v(z) := y(z) — u(x).
Ergebnis: Bernoullische Differentialgleichung (R.1) in v(z), vgl. mit n = 2.

Lésungsschritt R.2 Bestimme die allgemeine Losung v(z; ¢) von (R.1), vgl. [B].

Losungsschritt R.3 Allgemeine Losung: y(z;c) = u(z) + v(z;c), (c € R).

Exakte Differentialgleichungen
Aufgabenstellung

J@y)de+g(z,y)dy=0 & f(z,y)+9(z,9)y(z)=0 & ¢(z)=-

Integrabilitdtsbedingung Die Differentialgleichung ist genau dann exakt, wenn gilt:
fy(@,y) = g:(z,y).

Allgemeine Losung von exakten Differentialgleichungen

z y
u(z,y) =c mit u(z,y) ::/ f(&y)d¢ +/ g(x,m) dn und einer Konstanten ¢ € R.
xo

Yo

Losung des Anfangswertproblems y(zo) = yo

Implizite Losungsdarstellung: u(z,y(z)) = 0, ggf. auflésen nach y = y(z).

Integrierender Faktor Suche zu einer beliebig vorgegebenen Differentialgleichung
f(@y)de+g(x,y)dy =0

eine Funktion p(z,y) # 0 (,,integrierender Faktor®) so, dass sich nach Multiplikation mit
u(z,y) eine exakte Differentialgleichung

wz,y) f@,y) de + u(@,y) g(z,y) dy = 0

ergibt, fiir die man die Losung wie oben in impliziter Form u(z,y) = ¢ angeben kann.

Losung durch Ubergang zur Umkehrfunktion

Aufgabenstellung
y'(2) = fz,y(x))| mit  flz,y) #0

Ubergang zur Umkehrfunktion

Losungsschritt U.1 Ubergang zur Umkehrfunktion z(y).
Ergebnis: Differentialgleichung (U.1) in x(y).

Losungsschritt U.2 Bestimme die allgemeine Losung x(y;c) von (U.1), falls moglich.
Die allgemeine Losung y(z; ¢) ist hierdurch implizit gegeben.




