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Bemerkung 7.32 (Schnelle Fourier—Transformation)
engl.: Fast Fourier Transform(ation) (FFT)

Problem: Standard-Algorithmus zur Auswertung von Fy oder Fy' wiirde O(N?) Re-
chenoperationen erfordern (Matrix—Vektor-Multiplikation).

Cooley—Tuckey (1965): Sei N = 2M gerade und w = 0% oder w— o—iE
Dann gilt fiir

N-1
aj=>Y fiwh, (j=01,...,N-1)
k=0

M-1 M—1
Oé2l:ngfkl> a2l+1:th£kl7 (12071a7M_1)
k=0 k=0
mit M := N/2, £ :=w? und

Gk = fo+ forrrs  Pe=(fx — fk-i—M)wk.

Mit 2M Additionen und 2M Multiplikationen (w* — WFH = w - Wk hy = (...) - W)
wird die Berechnung von N Summen der Linge N zuriickgefithrt auf 2M = N Summen
der Linge M = N/2.

Beweis:
N-1 J-1 M—1
Qg = Z frw®® = Z (frw®™ + Jrynw 2ty Z b frear) W
k=0 k=0 k=0
N—1 %*1 M—1
Qo1 = Z f w (2l+1)k (fkw2kl+k + fk (2l+1) (k+X ) Z fk . fk+ ‘w2kl
k=0 k=0

Rekursive Anwendung besonders einfach fiir N = 2P = Aufwand zur Berechnung von
ap,aq, ..., an_1 (Analyse oder Synthese) betrigt 2N log, N Multiplikationen.
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Speicherschema: Wiinschenswert ist die Uberspeicherung von (f;) durch (a;) ohne
aufwindigen Tausch von Komponenten, jedoch Beibehaltung der einfachen Struktur der
Terme fiir ag und gy .

Problem: Einfaches Uberspeichern tauscht Komponenten
k  dual N=8 — M=4 N=4—-> M=2 dual

0 000 0 0 000
1 001 2 4 100
2 010 4 2 010
3 011 6 6 110
4 100 1 1 001
5 101 3 5 101
6 110 5 3 011
7 111 7 7 111

Alternative: ,bit reversal“, Permutation o : {0,1,...,N—-1} — {0,1,...,.N—1},

N-1 N-1

O’(Z aj2j> = Z ay_;2)  mit ag,ar,...,any_1 €{0,1}.

§=0 §=0
Einfache Implementierung durch Bit—-Manipulationen.

Algorithmus 7.33 (Schnelle Fourier—Transformation)

27

. 2 _2n
Sei N=2Pund w=¢'"V oder w=¢ '~ .

Eingabe: fo, f1,...,fv.1€C

N-1

. . o kj

Ausgabe: «p,a1,...,ay_1 € C mit o, 1= g frew™ .
k=0

Niegag i =N; 2z =w

while N,q>1 do

Mieq := ANred/2

for j=0:(N/Nwea) — 1

[ := jNyeq

for k=0: My —1
a = fior + fidhsM,oq
Jivbittg = (fror = Srrnsnsg)?*
fiow=a

Nred := Myea; z:= 27

for k=0:N-1

| Qoky = [




