Niegg :=N; z:=w

while N,gq>1 do

Mieq = Nred/2

for j=0:(N/Nya—1)

[ := jNieq

for k=0: Meq—1
a = fir + frort Mo
JrvkiMeg = (fron = fronrnse) 2
Juri=a

Nied = Myea; z:=2°

for k=0:N-—-1

| Qo) = [

Vertauschung der Komponenten von « bestimmt durch Permutation o(k):

N-1

Zaﬂj : ZaN ;27 mit ag,a1,...,an—1 €{0,1}.

5=0
~ . bit reversal“, einfache Implementierung durch Bitmanipulationen
e Typisches Beispiel eines ,,divide—and—conquer“—Algorithmus,
e gut parallelisierbar,

e in Signalprozessoren hardwareméfig verfiigbar.

5 Quadratur

Bemerkung 5.1 (Problemstellung)
geg.: stiickweise stetige Funktion f : [a,b] — R

ges.: I(f):=I(f /f

Eigenschaften

a) Linearitit:  I(af + Bg) = ol (f) + (I(g)

b) Positivitit:  f(x) >0, (z € [a,b]) = I(f)>0
c) Additivitit: I°(f) = I¢(f) + I°(f), (c € (a,b))

a

- - b 1 b
Spezialfall f(z) =a2* = I'(f) = / x’fdx:k—ﬂxk“
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Idee Approximiere f : [a,b] — R durch ein (Interpolations-)Polynom f und verwende
I(f) als Ndherungswert fiir 1(f).

Beispiel 5.2 (Trapezregel) A
a) Approximation von f : [a,b] = R
durch lineares Interpolationspolynom ®
mit Stiitzstellen a und b: D

r—a
B(r) = f(a) + T (f(1) — [(@))
i >
a b X
f(b)— fla) 1 b b—a
1@) = (b - ayf(a) + LI Lo 2 a1 pwy)
— a 2 a 2
b) Zusammengesetzte Trapezregel, Trapez- f)\
summe. Wahle ein Gitter f
A={a=zg<r1<23<...<2y=0b} /
mit Schrittweiten
hiI:l'i+1—C(3i,(i20,17...,N—1). h -~
a b X
N-1 I
L(f) = DL (f). Trapezregel: 17+ (f) & o (f(x:) + f(xi41))
i=0
Aufsummieren = zusammengesetzte Trapezregel:
b ) ho p hi—1 + h; hy—1
L(f) ~ Io(f) = 5 flwo) + Y =5 f(w:) + = f(an)

=1

Spezialfall #quidistantes Gitter z; := a4+ th mit ¢ =0,1,..., N und h:= (b—a)/N:

) % B = (5@ +23 Flat ih) + 70).

Bemerkung 5.3 (Newton—Cotes—Formeln)

Waihle Interpolationspolynom ® zu n + 1 Aquidistanten Stiitzstellen x; := a + ¢h mit
h:=0—-a)/n,(i=0,...,n):

(@) = Y S LV ()
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/abf(ﬂﬁ) dz =~ /abé(x) do = Z(/;LZ(,”)(J;) dz) flx;) = iwif<xi>

b
mit Knoten xg, 1, ... ,x, und Gewichten w; := / ngn) (x)dz.
a

Allgemeine Struktur einer Quadraturformel: I(f) = Z w; f(x;).

Positivitét, falls w; >0, (i =0,1,...,n)

Gewichte der Newton—Cotes—Quadraturformeln liegen fiir [a,b] = [0,1] tabelliert vor:
n Wy Name Fehler
1 1/2, 1/2 Trapezregel h3 /12 f"(7)

2 1/6, 2/3, 1/6 Keplersche Fassregel h®/90 f1V(7)
311/8, 3/8, 3/8, 1/8 | Newtonsche 3/8-Regel | 3h5/80 fIV (1)

Positivitdt nur bis n < 7.

Fiir n > 8 treten auch negative Gewichte auf ~- praktisch unbrauchbar.

Analog zu Beispiel 5.2 definiert man zusammengesetzte Newton—Cotes—Formeln:

Simpson—Regel Zusammengesetzte Keplersche Fassregel.

S(h) == g(f(a)+4f(a+h)+2f(a—|—2h)+4f(a+3h)-|—2f(a+4h)+...+

b—a
2N

+4f(a+ (2N —1)h) +f(b)> mit  h:=

Bemerkung 5.4 (Fehlerabschitzungen fiir Newton—Cotes—Formeln)
Trapezregel Restglied der Polynominterpolation, vgl. Satz 1.13 =

flz) —®(x) = %(5)(3: —a)(z —b) mit einem & € [a, b

‘/f dx—/()d’:‘/f” (z —a)(z b)d:z:‘

—— <0
()
b
< max ”<s>|-§/a<:c—a><b—x>da:
_ " (b_a)3
= gme[gfgﬁ €3] 1

Polynome ersten Grades werden durch die Trapezregel exakt integriert.
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b—a a+b
, Lo =a, T1=

Keplersche Fassregel n =2, h=

2
f///é' a+b
=96 -

f(x) — ®(x)

Ahnlich wie bei der Trapezregel zeigt man

5

~ h
1) =1 = 55 I PGP

Polynome bis zum Grad 3 (!) werden exakt integriert.
Bemerkung 5.5 (Gaufi—Christoffel-Quadraturformeln)

Idee Wihle Gewichte w; und Knoten zx; so, dass Polynome moglichst hohen Grades
exakt integriert werden:

n L . b pitl — i+l
Zwixle(arj)i[(xj):/m]dx: - , (j=0,1,....m)
i=0 a g+l
m + 1 nichtlineare Gleichungen fiir 2n + 2 Unbekannte xq, x1, ..., z,, wo, Wy, . . ., Wy.
Ergebnisse

e m = 2n + 1 ist stets erreichbar,
e Knoten x; und Gewichte w; sind fiir m = 2n + 1 eindeutig bestimmt,

e Knoten x; sind Nullstellen der sog. Legendre-Polynome.

a+b b—a b—a
Beispiel n=1 = 129;= *——, w1 =
’ 2 23 ’ 2
~ b—a
I(f) = B (f(-fﬁo) + f(fﬁl))

integriert Polynome bis zum Grad 2n+ 1 =3 exakt.

b
Erweiterung / w(z) f(z)dr mit Gewichtsfunktion w(z) >0, (z € [a,b]).

Die optimalen Knoten xg,x1,...,x, ergeben sich auch hier als Nullstellen orthogonaler
Polynome.

Beispiel Tschebyscheff-Quadratur

1 n .
f(x) . 2t +1 T ,

—dx%E w; f(x;) mit x; = cos T, W = , (1=0,1,...,n

/1\/1—1’2 =0 f( ) 2n+2 n+1 ( )
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Literatur Deuflhard/Hohmann, Kapitel 9.3.

Bemerkung 5.6 (Romberg—Quadratur)

Die zusammengesetzte Trapezregel T'(h) aus Beispiel 5.2b) ergibt (theoretisch) fiir A — 0
den exakten Wert I°(f).

Idee Berechne T'(h;) fiir einige endliche Schrittweiten h; > 0, interpoliere die Stiitz-
punkte (hy, T'(hy)), ..., (hy, T(hy)) durch ein Polynom 7(h) mit degm < k — 1 und setze
I(f) = 15(f) = =(0).

Theorie Asymptotische Entwicklung des Fehlers der Trapezsumme (Euler-Maclaurin-
sche Summenformel):

b M
T(h) = / f(x)dx + Z ch® + O(R*M72)  mit Konstanten ¢y, .
@ k=1

praktisch Wihle h; = H/n; mit Grundschrittweite H und n; = 2°~! und bestimme In-
terpolationspolynom 7 mit w(h?) =T(h;), (i =1,...,k). Berechnung von m(0) mittels
Neville-Schema, vgl. Bemerkung 1.10:

T _ 7 Tiva,ivi — Ti iy it ( h; )2 B (ni+l>2
doitl = Lig 1, il — =
o
iy

.....

WiChtlg Fir n; = Qi_l ist hz = 2hi+1 und

n¢+171

T(he) = “(f@+2 Y fa+jhi) + 10)

n;—1

= %T(hi) + hiq Z fla+ 2k + 1)hiy1)
k=0

allgemein Romberg—Quadratur ist Spezialfall von FExtrapolationsverfahren, die immer
dann angewendet werden konnen, wenn der Fehler eines numerischen Verfahrens eine
asymptotische Entwicklung in Potenzen von h hat.

Beispiel 5.7 (Extrapolation und Differenzenquotient)

a) Rechtsseitiger Differenzenquotient erster Ordnung

flz+h) - f(x)

) e

Taylorentwicklung von f(z + h) ergibt asymptotische h-Entwicklung des Fehlers.
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b) Zentraler Differenzenquotient zur Approximation der ersten Ableitung

fle+h) = flz—h)

) -

Fehler hat h*-Entwicklung (Taylorentwicklung von f(x + h) und f(x — h)).
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